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Lundi 18 septembre 2023

\ Fiche n° 2 - Nombres comlexes \

Rappel : Le corps des nombres complexes est : C = {z = a +ib|a,b € R} (avec i* = —1).

Solent z = a +1b, 2/ = a’ +1ib/, u et v des nombres complexes (non nuls si ils sont en quotient) et n € Z :
e Addition : (a+1ib) + (o' +ib') = (a +a’) +i(b+ V)
e Multiplication : (a +ib) x (a’ 4+ ib’) = aa’ + iab’ + iba’ + 1% bb’ = (aa’—bb') + i(ab’ + ba’)

e Parties réelles et imaginaires : Rez =a, Imz =56 (donc 2z =Rez+ilmz)

e Conjugué: z=a—ib. Alors (zZ)=2, u+v=U+7, u—0V=U—T, UWU=TT, (%):%
2% = (a+1ib) (a —ib) = (a)? — (ib)? = a® —i?b*® = a®>+b?

u u
o Module: 2| =vzZz=Va?+ b2 (= [2]). |Jul—|v|| < [utv] < [ul+|v], |uv]=|u||v], ‘5‘ =||||, u"] = [ul"
. zZ z bi 1 a—1ib a . b
e inverse : — = — = — ou bien = = —1i
z  zz  |z]? a+ib  (a+1ib) x (a—ib) a®?+b> a®+b?

e Forme algébrique: z=a+ib aveca,beR

e Forme polaire ou (forme trigonométrique) : z = p(cosf +isinf) avec p>0,60 R

p = |z| est le module et 6 est un argument de z (pour k € Z, alors 6 + 2km est aussi un argument de z)

e Relations entre forme algébrique et forme polaire : Pour z = a +1b = p(cosf +isinf) (z # 0), on identifie :

oed 240 = p? p = VaZ+b?
a = P . _ a — a
{ b = psind = C?bg % = C(.)SZ _ Vai b2
S11 = ; Sin = W
e Exponentielle complexe: Pour # € R, on pose €' = cosf + isin 6.
. 1 . . 1 . .
Donc on a aussi: — =% = cosf —isin®, cos = =(e!? + 719, sinh = 5(619—6716)
el 1
. n/ . ’ . . 619 . ’
Multiplication, puissance, quotient : el x elf’ = el(#+0) (e‘e)n =eln?, =7 = el (0=0)
el
e Forme exponentielle : z = pe?’
. L . , . . i0 . ,
e Multiplication , puissance, quotient : (pel®) x (o' ') = (pp’) /0+0),  (pelf)™ = preln?, % = 5 el 0-0)
e Valeurs remarquables de €l :
sin .
(il y el = cos(0) +isin(0) = 1
L % = cos(m/6) + isin(r/6) = L3 + il
AN &% = cos(m/4) + isin(m/4) = Y2 412
e e'5 = cos(m/3) +isin(r/3) = § +1%
T . L. :
P e’z = cos(m/2) +isin(n/2) =1
L1l cos .
3 L2 =0 e'™ = cos(m) +isin(w) = —1

Exercice 1. On pose 2 =3+2i, 2/ =2 — 1.

(a) Calculer Rez, Imz, %, 2/, 2 2, |2|, |#|.

(b) Calculer les nombres complexes suivants : z + 2/, 22, 22, z/2', 1/2".
(c) Placer les points z, 2/, 2/, 1/2', z + 2/, z 2" dans le plan complexe.

Exercice 2. On pose z = 2+ 2i, 2/ = 3¢€l6.
(a) Placer ces points dans le plan complexe et calculer |z|, |2/|, arg z, arg 2/, Re ('), Im (2').
(b) Calculer les nombres complexes suivants : z + 2/, 22/, 22, z/2', 1/2'. Placer ces points dans le plan complexe.

Exercice 3. Soient z et z’ deux nombres complexes. Démontrer que :

(a) Re(2) = Re(z), Im(2) =-Im(z), Re(z)=1(z+2), Im(2) = (2 — 2), Re(z+2') = Re(z) + Re ()

(b) (22') =% 2/, |22/| =2l [2/], |2+ 2/ =]z + 2Re (22)) + [¢']*  (c) Re(2)| < 2], |2+ 2| <2l + 2]
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L1 TEEEA, 2023-2024 Université de Rouen-Normandie

Lundi 25 septembre 2023

Fiche n° 3 - Exponentielle complexe ‘

z=a+1b AN z=r(cos€+isin9):rei‘9
ib irsiné
) r = +va?+ b2
a = rcos a
cosf =
id { b = rsinf i \ 0 Vastb?
ﬂ SmY = Vare
Py 1
0 1 a 0 ‘ 1 rcosf
Forme algébrique Forme polaire et forme exponentielle
e ——
e = cosf+isind cos = 3(et?+e719)
e Exponentielle complexe : =
e = cosf —isind sinff = (e —e7?)
e Opérations : €' x el = ¢i(6+6) (eie)n = einf 1 = eiie/ e’ = 61(979') a
p . - ) - ) eig/ - ) ei9/ - ) (»5 e 2 —
i0
(r ) x (' &) = (r17) OF0) | ( 0)n = pn gin? 1 it re’ _ T ie-9) A
- ’ - ) rl el g ’ -

0
,rl el 7,/ Cbs 6:

. ie s j2m . 4 .
e Racine n'*™¢ de 'unité : On pose z = €' . Les solutions de I’équation X™ = 1 sont exactement ’ensemble :

U, ={1,2,2%...,2" '} = {ei%Tﬂ = cos (22T) + i sin (2£7) . k:O,l,Z,...,n—l}. { , 2

Exercice 1. (a) Donner la forme polaire et exponentielle des nombres complexes : z;1 =1 —iet 25 = V3 —i3.
En déduire z; 29, 21 /22, 2. —_

(b) Donner la forme algébrique des nombres complexes : z; = 2 (cos(57/6) + isin(57/6)) et 2o = 337/,

En déduire Re (21 + 22) et Im (21 + 22).

Exercice 2. (a) Pour € R, développer (4 (' + e’ie))3 et en déduire cos® § en fonction d’une somme de fonctions

cos(k 0) et/ou sin(k ), k € Z.

(b) Pour 6 € R, développer (cosf + i sin)? et en déduire une expression de cos(36) en fonction de cos @ et/ou sin 6.

Exercice 3. (a) On pose j = % . Calculer §* et ()% pour k = 0,1,2,3. En déduire la valeur de j* et (5)* pour tout
k € Z. Donner la table de multiplication des éléments de Uz = {1, j,j2}. Placer ces éléments dans le plan complexe.

(b) Calculer i* et (i)* pour k = 0,1,2,3,4. En déduire la valeur de i* et (i)¥ pour tout & € Z. Donner la table de

multiplication des éléments de Uy = {1,i, —1, —i}. Placer ces éléments dans le plan complexe.

(c) On pose z = €!5. Calculer ¥ pour k = 0,1,2,3,4,5,6. En déduire la valeur de z* pour tout k¥ € Z. Donner la

table de multiplication des éléments de Us = {z* |0 < k < 5}. Placer les éléments de Us dans le plan complexe.

Table 1: Tables de multiplication de Us , Uy et Ug

X 1 j 52 X 1 i -1 —i X 1 z 22 23 24 25
1 1 1
7 i z
j° -1 2
—i 23
A
5

Exercice 4. (a) Pour f € R, montrer que : ¢ +1=2e2%cos(f/2) et ef—1=2ie2'%sin(6/2).

. _n+1
(b) Pour z nombre complexe, z # 1 et n entier natuel, montrer que : ZZ:() 2k =1 -

(¢) Pour § # 27+ 2k, k € Z, en déduire une valeur explicite simple des sommes : Y cos(kf) et > ;_,sin(k6).



T D 03

Exercice 1. (a) Donner la forme polaire et exponentielle des nombres complexes : 21 =1 —1iet 20 = V3 —i3.
En déduire z 29, 21 /22, zf

(b) Donner la forme algébrique des nombres complexes : z; = 2 (cos(57/6) + isin(57/6)) et zp = Je~37/4,

En déduire Re (z1 + 22) et Im (21 + 22).
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Exercice 2. (a) Pour § € R, développer (%((“0 +e ”’)) et en déduire cos® @ en fonction d'une somme de fonctions
cos(k ) et/ou sin(k ), k € Z.

(b) Pour @ € R, développer (cos® + i sinf)? et en déduire une expression de cos(3 ) en fonction de cos @ et/ou sin 6.
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Exercice 1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7 Justifier les réponses.
(a) Proposition P : pour tout n € Z, (n < 0) ou (n* > 1)

(b) Proposition Q : Il existe x € R, (z > 5) et (2% < 2)
. ) z
Coo¥ne 2z (ngo) B nTS 4
S>at n & X ;

n > s

48
V\/\)W<O ;4

\r\/>/;1.
n & j__w , oju[ﬂ\*vog

F*er: VAR

P v € R x> Y Jt’zL(Z
2 >T et % (A7,
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Exercice 2. On considere des propositions P et @ de valeurs de vérité quelconques.
(a) Ecrire la table de vérité de la proposition A : (P ou Q) et =~ (P et Q)
(b) Ecrire la table de vérité de la proposition B: (P et = Q) ou (- P et Q)
(¢) Comparer les propositions A et B. Que peut-on en déduire?

S \/
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a) Proposition P: 3n €N, Vpe N, p+n >2

)) Proposition Q : Ve € R, Jy € R, 22+ y* < 1
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Exercice 5. Soit F un ensemble et A, B, C trois parties de E.
(a) Montrer les égalités suivantes :
EE(AQB)Z(CEA)U(CEB) et EE(AUB)Z(CEA)O(CEB)

(b) En déduire :
A\ (BUC)=(A\B)Nn(A\C) et A\ (BNC)=(A\B)U(A\CO).
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‘ Fiche n° 4 - Ensembles et propriétés ‘

Propriétés sur les ensembles (A, B, C, --- sont des ensembles) :
1. Inclusion: (a) ACA (b) STACB e BCCalorsAdCC (¢) STACB e BCAalors A=B

2. Intersection et réunion : (a) ANP=0et AUN=A (b) ANBCAet ANBCB
(¢ ACAUB e¢ BCAUB (d) (AUB=A) < (BCA) (¢) (AnB=A) < (ACB)

3. (a) ANB=BnNAetAUB=BUA (b) ANn(BNC)=(ANB)NC et AUBUC)=(AUB)UC
(c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
A

4. Complémentaire. Pour A,BC E,ona: (a) CplpA= (b) (Ac B) « (CgB cC(CgA)
(¢) Ce(AnB)=(CgA)u(CgB) (d) Cg(AuB)=(Cgd)n (CeB)

Exercice 1. Rappeler les inclusions entre les ensembles N, Z, Q, R, C. Sont-elles strictes ? Justifier.
Exercice 2. On note F ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} 'ensemble des chiffres. Expliciter les ensembles suivants :
(a) L’ensemble A des chiffres pairs.
(b) L’ensemble B des chiffres divisibles par 3.
(
(d) Les ensembles : ANB, AUB, CgA, CgB, A\ B, B\ A.

e

)
)
¢) L’ensemble C chiffres supérieurs ou égaux a 5.
)
) Les ensembles : F=(AUB)NC et G=(ANC)U(BNC). Vérifier I'égalité.
)

(
(f) Les ensembles : H =Cg(ANB) et K =0gAUCgB. Vérifier I'égalité.
Exercice 3. Expliciter les ensembles suivants :

(a) L’ensemble A des nombres réels x tels que 2% > 36.

(b) L’ensemble B des nombres complexes z tels que Re (22) > 0.

Exercice 4. Soient les parties de R suivantes : A = [1,5] et B = [2,7]. Déterminer :

(a) AnB (b) AUB (c) A\B (d) B\A (¢)R\A (f{)R\B (g R\(AnB) (h)R\(AUDB)
Que remarque-t-on ?

Exercice 5. Soit F un ensemble et A, B, C' trois parties de FE.

(a) Montrer les égalités suivantes :
BE(AQB):(CEA)U(EEB) et CE(AUB) :(CEA)Q(EEB)
(b) En déduire :
A\ (BUC)=(A\B)Nn(4A\ ) et A\ (BNC)=(A\B)U(4\O).
Exercice 6. Soit E un ensemble, B une partie de E et (A, ),>0 une famille de parties de E.
(a) Montrer que : (A1 NA3)UB = (A1 UB)N (AU B).
(b) On définit : (,_, Ay ={z € E|Vk e NN [1,n], z € Ax}. Montrer que pour tout entier n >1 on a :

(ﬁ Ak> UB = ﬁ(AkUB)

k=1 k=1

Exercice 7. Soient E un ensemble et A, B et C' des parties de F. Etablir les équivalences suivantes :
(a) ANCgB#0 <<= A¢ B ()A\B A< B\A=8B () ANB=ANC += AnlgB=An(gC
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Fiche n° 5 - Applications

v2023-10-24

Une application f: E — F, c’est la donnée pour chaque élément x € F d’un unique élément y de F' noté y = f(x).
e [ est 'ensemble de départ, F' est 'ensemble d’arrivée.

e 1 est 'antécédent de y par f et y est 'image de x par f.
e Le graphe de f: E — F est : Gf:{(x,f(x))GExF|x€E}.
Une application f est injective si pour tout x,2’ € E avec f(z) = f(z') alors = a’. C’est & dire :
Ve, ' € E, (f(z)=f(2')) = (z=2)
Une application f est surjective si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x). Clest & dire :
VyeF, JzecE (y=f(v)
Une application f est bijective si pour tout y € F, il existe un unique x € E tel que y = f(x). C’est a dire :

VyeF, dzecE (y=f(z))

Proposition : (f bijective) <= (f injective et f surjective)
f injective f surjective f bijective
Gy ={(a,1),(b,2),(¢,2)} Gy ={(a,1),(b,2)} Gy ={(a,1),(b,2),(c,2)} Gy ={(a,1),(b,2),(c,3)}
f non inj. car f(b) = f(c) f non surj. f non inj. f inj. et f surj.

f non surj. car 3 n’a pas d’antécédent

Exercice 1. Soit f: E={0,1,2,3} - E = {0,1,2,3} définie par f(n) = (n? —n)/2. Déterminer le graphe de f.
Quelle est 'image par f de 1 et 27 Quels sont les antécédents par f de 1 et 2, s’ils existent?
La fonction f est elle injective? Surjective? Bijective?

Exercice 2.
Les applications suivantes sont-elles injectives 7 surjectives ? bijectives 7
fi:N=N, nr—n? fo :RY 5 R, 21— 22 f3:R—=R, z+— 2? fi:C—=C, 2+ 22

Exercice 3. On consideére les applications suivantes FF — F' définies par leur graphe. Déterminer si ces fonctions sont
injectives 7 surjectives 7 bijectives 7

(a) E= {1v273}a F = {5’6}’ Gf = {(175)7 (2v6)7 (3v6)} (b) E= {172}7 F= {57677}7 Gf = {(1’7)7( ) )}
(c) E={1,2,3}, F={5,6,7}, Gy ={(1,7),(2,6),(3,5)} (d) E=A{1,2,3}, F={5,6,7}, Gy ={(1,7),(2,6),(3,7)}

Exercice 4. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?
Pour z € R, la partie entiere (inférieure) de = est 'unique n € Z tel que n <z <n+ 1. On note n = |z| (= E(z)).

AA:N=>N n—n+1 foi:Z —-7Z, n—n+1 fs:Z—=7Z, n—n>+n fa:N=N, n— |n/2|

Exercice 5. Les applications suivantes sont-elles injectives 7 surjectives 7 bijectives ? Tracer leur graphe.
g1 R=>R, z+—e” 92 :R=> R, z— ] g3 R—=R, z+ 23 g1 :R—=R, 23 —x

Exercice 6. On considere la suite de fonction (f,),en définie par récurrence :
o fo:RT — RT et pour tout x € RY, fo(x) = /x

e Pour un entier n € N, on suppose que la fonction f, : RT — RT est définie. On pose alors f,;1 la fonction
fot1 : RT — R définie pour tout x € RT par : f,11(z) = /1 + fu(z).

Montrer que les fonctions f, sont injectives pour tout n € N.
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Fiche n° 5 - Applications

v2023-10-24

Une application f: E — F, c’est la donnée pour chaque élément x € F d’un unique élément y de F' noté y = f(x).
e [ est 'ensemble de départ, F' est 'ensemble d’arrivée.

e 1 est 'antécédent de y par f et y est 'image de x par f.
e Le graphe de f: E — F est : Gf:{(x,f(x))GExF|x€E}.
Une application f est injective si pour tout x,2’ € E avec f(z) = f(z') alors = a’. C’est & dire :
Ve, ' € E, (f(z)=f(2')) = (z=2)
Une application f est surjective si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x). Clest & dire :
VyeF, JzecE (y=f(v)
Une application f est bijective si pour tout y € F, il existe un unique x € E tel que y = f(x). C’est a dire :

VyeF, dzecE (y=f(z))

Proposition : (f bijective) <= (f injective et f surjective)
f injective f surjective f bijective
Gy ={(a,1),(b,2),(¢,2)} Gy ={(a,1),(b,2)} Gy ={(a,1),(b,2),(c,2)} Gy ={(a,1),(b,2),(c,3)}
f non inj. car f(b) = f(c) f non surj. f non inj. f inj. et f surj.

f non surj. car 3 n’a pas d’antécédent

Exercice 1. Soit f: E={0,1,2,3} - E = {0,1,2,3} définie par f(n) = (n? —n)/2. Déterminer le graphe de f.
Quelle est 'image par f de 1 et 27 Quels sont les antécédents par f de 1 et 2, s’ils existent?
La fonction f est elle injective? Surjective? Bijective?

Exercice 2.
Les applications suivantes sont-elles injectives 7 surjectives ? bijectives 7
fi:N=N, nr—n? fo :RY 5 R, 21— 22 f3:R—=R, z+— 2? fi:C—=C, 2+ 22

Exercice 3. On consideére les applications suivantes FF — F' définies par leur graphe. Déterminer si ces fonctions sont
injectives 7 surjectives 7 bijectives 7

(a) E= {1v273}a F = {5’6}’ Gf = {(175)7 (2v6)7 (3v6)} (b) E= {172}7 F= {57677}7 Gf = {(1’7)7( ) )}
(c) E={1,2,3}, F={5,6,7}, Gy ={(1,7),(2,6),(3,5)} (d) E=A{1,2,3}, F={5,6,7}, Gy ={(1,7),(2,6),(3,7)}

Exercice 4. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?
Pour z € R, la partie entiere (inférieure) de = est 'unique n € Z tel que n <z <n+ 1. On note n = |z| (= E(z)).

AA:N=>N n—n+1 foi:Z —-7Z, n—n+1 fs:Z—=7Z, n—n>+n fa:N=N, n— |n/2|

Exercice 5. Les applications suivantes sont-elles injectives 7 surjectives 7 bijectives ? Tracer leur graphe.
g1 R=>R, z+—e” 92 :R=> R, z— ] g3 R—=R, z+ 23 g1 :R—=R, 23 —x

Exercice 6. On considere la suite de fonction (f,),en définie par récurrence :
o fo:RT — RT et pour tout x € RY, fo(x) = /x

e Pour un entier n € N, on suppose que la fonction f, : RT — RT est définie. On pose alors f,;1 la fonction
fot1 : RT — R définie pour tout x € RT par : f,11(z) = /1 + fu(z).

Montrer que les fonctions f, sont injectives pour tout n € N.
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/‘ 7 & ©
— f f injective f surjective £ bijective
-—
—s

- " I r . V. P =_ P Y P

Z c Gy ={(a,1),(5,2),(c,2)} Gy = {(a,1), (b,2)} G5 ={(a,1),(b,2),(c,2)} Gy = {(a,1),(b,2), (c;3)}

(I 9/ # non inj. car f(b) = f(c) f non surj  non inj finj. et f surj
f non surj. car 3 n’a pas d’antécédent
—

Exercice 1. Soit f: E = {0,1,2,3} —
Quelle est Iimage par f de 1 et 2? Que
La fonction f est elle injective? Surjective? B

{0,1,2,3} définie par f(n) = (n® — n)/2. Déterminer le graphe de f.
édents par f de 1 et 2, s'ils existent?

Exercice 2.
Les applications suivantes sont-elles injectiv
fi:N= N, n—n? fo:RY 5 RF

ives 7 bijective
f3: RS R, 222 f1:CoC, 2 22

p (1,5
(¢c) BE={1,2.3}, F = {5,6,7}, Gy = {(1,7),(2,6)
Exercice 4. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?
Pour z € R, la partie entitre (inféricure) de a est I'unique n € Z tel que n < & < n+ 1. On note n = |z| (= E(x)).
fi:NoN, nen+l foiZ =T nn+1 fs:Z—Z, nn+n fi:NoN, ne |n/2)

),(2,6),(3,6)}  (b) E={1,2}, F = {5,6,7}, Gy = {(1,7), (2,5)}
5} (d) E={1,2,3}, F = {5,6,7}, G; = {(1,7),(2,6),(3,7)}

Exercice 5. Les applications suivantes sont-clles injectives ? surjectives ? bijectives ? Tracer leur graphe.
g : RS R, 2 e® @ :RoR, 20 |2 g3:R—=R, 28 gi:RoR z— 2% -2

Exercice 6. On consideére la suite de fonction (f,)nen définie par récurrence :

o fo:RT — R* et pour tout z € R, falg) = /&

vnite A ,fa. E:E 0, 1.|7,\3j(_.> & g 0,4,1,8}
by =0t /2
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L1 IEEEA, 2022-2023 Université de Rouen
Léo Glangetas Lundi 4 décembre 2023

Sujet de préparation au CC n° 2 2
UE Logique et structures algébriques

Exercice 1. Soient a et b deux réels, a # 0, et f : R — R définie par f(x) = ax + b. Montrer
.o . . ;. _1 ° " ’
que f est une bijection et donner sa fonction réciproque f~". \u&t.bh(\n; 31_ Y, an tb: m:,'* l

st\k:mV:jem,:-skew\'a: «_u_.}J, 9(,‘4;,’1,‘\% = 2z
s 3% Mo o runpeUtige Dot infe iy o
a
A A \-\'\ '.'T‘lk"rl’— ek 7\Mo-L Ame %Q*uk{\rc
Exercice 2. On considere les fonctions réelles :  f(z) =2z + 1 et g(x) = 2% + 3.

Déterminer explicitement (f o g)(x) :

423092 fLD= 2(900)+1
= Z( w? -
Exercice 3. Soit f: R* — R définie f(x) = %2(' a 5)4 1= Z'K.L__\_ 3
(a) Déterminer f([1,2]).

1{ ® < 2z
\! \ f&,}, Aa
TS A g G
4 wr
(b) Déterminer f~1([—1,1]).
A1

“(ri’ Jc’l‘ 4—3

w2, 1 )6‘:,1,’& MWMW}M,—O]

-3 P . C
Exercice 4. Soient E et F' deux ensembles, f : E — F' une application et C, D C F.
(a) Démontrer : f~1(C\ D) cC f~YC)\ f~ (D).

4 (e\D) > e c,zbf@,_),_é_b 4-1@\\y
ved g gre ¢ TNy | xe {Ha <

(b) Démontrer :  f~1(C)\ f~1(D) c f~4C\ D).




Exercice 5. Soit R la relation binaire définie sur £ = N x N pour (p, q) et (p',¢)

(1, RW,4)) <= (p+a=p+q)

(a) Montrer que R est réflexive s ¥ RK (P o) & (0, 1)

L?-\-’\ ?«»ﬁ\ Done axtleniyye

(b) Montrer que R est symétrique : X & V& YR A

(Paqepra)e(@aq)spry

%\Qm\’wo‘o\,u

(c) Montrer que R est transitive. ¥ @& L1 «.j )0\5 = « R 5

Paq 2 Pha etk ?\-q = A bDPrqrasrb
WIS

(d) Que peut on en conclure sur R?

i we  wdavie A wrﬂrga.ﬂwe—

(e) Pour n € N, on pose A,, = c¢/((n,0)) la classe d’équivalence contenant (n,0) :

Ay ={p,9) € E|((p.a) R (n,0) }.

Expliciter les classes d’équivalence Agy, A; et A,.

cX LD,D): 3(_-—1, 1)&

F_\.o\'.' o
Y o9

(f) Soient n, m € N. Montrer que n # m implique A, N A, = 0.

n me W, nEm Aﬂ/\AM: %

(g) Montrer que U,>0A4,, = E. Que peut on dire sur la famille (A4,),>0?

cFE:



e,

Exercice 6. Si z € C et 2z # 0, on écrit de facon unique z = re'? avec 0 < r, et 0 < 6 < 27, et
pour z = 0, on pose 7 = 0 = 0 (donc 0 = 0e"*?). On considere alors la relation définie sur C:

re? < r'e? = [(r<r)ou(r=r1etf<0).

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est anti-symétrique :

(c) Montrer que R est transitive. Que peut on en conclure?

Exercice 7. (a) Dans (R, <), déterminer la borne supérieure et le plus grand élément, lorsqu’ils
existent, du sous-ensemble : A = {xr € R|2? < 3}.

S

(b) Dans (Z*, <), déterminer la borne inférieure et le plus petit élément, lorsqu’ils existent, du
sous-ensemble : B = {n ez ‘ 2n+9 > O}.



&e DIXN Dadwmmk' \fm'i Cn
Exercice 8 On considere dans R* le loi de composition interne : %y = /22 + 2.

(a) Est ce que la loi * est commutative (Va,y € RT, zxy =1y xz7?)

(b) Calculer explicitement en simplifiant pour x,y, z € RT :

A= (zxy)xz=
B=xx(y*xz)=
(c) Est ce que la loi * est associative?

(d) Elément neutre : Montrer qu'il existe un élément e € R tel que : Vo € RT, xxe = exx = x.

(e) Quels sont les éléments x de RT qui admettent une élément symétrique? (c’est a dire
il existe 2’ € RT xx 2/ =2’ xx =e)

Exercice 9. (a) On rappelle que (C*, X) est un groupe commutatif. Montrer que "application
f(z) = 2* définit un morphisme de C* — C* :

V2,2 e C*, f(zx2) = f(z) x f(2).

(b)! Expliciter 'ensemble f~!({1}).

1On pourra utiliser : Pour k € Z il existe un unique (q,7) € Z? tel que k = 4q +r et r € {0,1,2,3}.

4
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L1 IEEEA, 2022-2023 Université de Rouen
Léo Glangetas Lundi 4 décembre 2023

Sujet de préparation au CC n° 2 2
UE Logique et structures algébriques

Exercice 1. Soient a et b deux réels, a # 0, et f : R — R définie par f(x) = ax + b. Montrer
que f est une bijection et donner sa fonction réciproque 1.

\hsttkl'\ V"—)““&“{C“') fck )("_) nza
S, ’LG\‘\, ,j,_(:)b: &\L{-b(_)x‘u‘ D \Arﬁ'\\}“

3 S
Sw-\al\’.'n: v (—,\quu 6\1,‘, ‘{C?)L)S axab “1ray- Y->

\\) j ”s \5- "‘ (‘5) —
Exercice 2. On considere les fonctions réolles : flx)=2x+1et g(z) =2*+ 3.
Déterminer explicitement (f o g)(x) :

4090 $(33)) 2 2 (arad)y 4= et caelad (1
n=ZA o1 T
Exercice 3. Soit f: R* — R définie f(x) = 3%2'_1 7 1
(a) Déterminer f([1,2]). s A /\ g A
9 R* 5 % A {rlt ~ — <L

A T A
h 71} .,YU_'_&\ 2_3) EA .4}
! . —a—, < A
(b) Déterminer f~'([—1,1]). /J L N\
owe
Nsest e T A g 77
L) Toooy 41w (4, ]

Exercice 4. Sment E et F deux ensembles, f: E — F une application et C, D C F.

<>Demontrer S(C\D) € FIC)\ S (D) \’5 3”” Mcg}k N
W) - %%C_é VF@)U\

eg, ‘)LE"{‘LL\D, u,&j LC)M.'Wﬁ"/-(-%)

(b) Démontrer : 71( )\ fHD) C f7H(C\ D).
JK Le)i) —f(u,] e c,/& 1 (D)‘gz//; ?f)\{ >
% & o" (C)\“f (D) @ 261 ey bnf 77
(=2 1xe 7 D)

\/-:—: —'lvvx_




Exercice 5. Soit R la relation binaire définie sur £ = N x N pour (p,q) et (p/,¢') € E :

WWﬁQ@%ﬁ%:¢@+q:ﬂ+¢)
(a) Montrer que R est réflexive : ) _E. m/\Z. LP F\
ST (P, )& INS (Poe™E CF‘7)
L?\”\)&C‘F,”])K) X.*/\ :/‘Z_\,,J\ L—?/‘O"-o
i~

(b) Montrer que R est symétrique :
N1y e, xkyesY Rx

SH®9, (o ?1) €W,

DV RIP) SEDAEY Rl o7
_ P

(c) Montrer que R est transitive.

V'x,?,}' ukj,jkj@'t&j AP

Paq-Ptq of phq < arbid Prqcadl

(d) Que peut on en conclure sur R?

CLA—M M?d‘.’m A‘IT“-U“’MC

(e) Pour n € N, on pose A,, = c¢/((n,0)) la classe d’équivalence contenant (n,0) :

Ay ={p,9) € E|((p.a) R (n,0) }.

Expliciter les classes d’équivalence Agy, A; et A,. ? i q =D

A =2(€, 1) | mw}@%[o,o) 5 can damiV
A, . 3 (o) U'OJS ALZ (_0,1,),[&,,)1

(f) Soient n, m € N. Montrer que n # m implique A, N A, = 1.
Pxq=wto P39z mto

F*'\’*'\”‘"MV\:M Al P“’\pm#f
D 7 MFMWM (D Fa DALz,

(g) Montrer que U,>04,, = E. Que peut on dire sur la famille (A4,),>0?



Exercice 6. Si z € C et 2z # 0, on écrit de facon unique z = re'? avec 0 < r, et 0 < 6 < 27, et
pour z = 0, on pose 7 = 0 = 0 (donc 0 = 0e"*?). On considere alors la relation définie sur C:

re? < e — [(r<r)ou(r=1"ct<8).

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est anti-symétrique :

(c) Montrer que R est transitive. Que peut on en conclure?

Exercice 7. (a) Dans (R, <), déterminer la borne supérieure et le plus grand élément, lorsqu’ils
existent, du sous-ensemble : A = {xr € R|2? < 3}.

"y ),
Bont oup: {3 < * \\6
s ?‘mj donhs ; ke P

(b) Dans (Z*, <), déterminer la borne inférieure et le plus petit élément, lorsqu’ils existent, du
sous-ensemble : B = {n ez ‘ 2n+9 > O}.

'n}—'z

MQ\'\P -Y

ol



Exercice 8 On considere dans R* le loi de composition interne : %y = /22 + 2.

(a) Est ce que la loi * est commutative (Va,y € RT, zxy =1y xz7?)

W:\i R

(b) Calculer explicitement en simplifiant pour z,y, z €

A:(ﬁ}j)*z:\i?&ﬂf D
\rQ’JL"-\ ) + 3 A\ nipytayt

B=xx(y

(c) Est ce que la loi * est associative?

-

Ywa

(d) Elément neutre : Montrer qu'il existe un élément e € R tel que : Vo € RT, xxe = exx = x.

0O

(e) Quels sont les éléments x de RT qui admettent une élément symétrique? (c’est a dire
il existe 2’ € RT xx 2/ =2’ xx =e)

Exercice 9. (a) On rappelle que (C*, X) est un groupe commutatif. Montrer que "application
f(z) = 2* définit un morphisme de C* — C* :

) Vz,2' € C*,  f(zx2) = f(z) x f(2).
"g(ng): SHX | {Q%)XI(/B’):
o A5
(b)! Expliciter 'ensemble f~!({1}). 3 X 5 (/ 5 _5

R G IS CE Y E SRS P
oot (D) (s

1On pourra utiliser : Pour k € Z il existe un unique (g,7) € Z? tel que k = 4q +r et r € {0,1,2,3}.

4
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NOM Prénom
L1 IEEEA, 2022-2023
Université de Rouen Groupe de TD :
Note sur 20: Controle continu n° 2 s

UE Logique et structures algébriques
Lundi 15 décembre 2022 - Documents et calculatrices interdites

Exercice 1. On considere les fonctions réelles :  f(x) =3x+ 1 et g(z) =22+ 3.
Déterminer explicitement (f o g)(x) :

BogCr): PLYC) 3( 2% £3) %1 G g 4o

Exercice 2. On considere la relation binaire définie sur Z par :
TRy <= z* —y* =2z — 2.

(a) Montrer que R est réflexive : 3¢ Lre n L_ 9,_l S lan-Lln

'M} 2t o0
0-17

L - luco Q e.{t’ 4\}/‘){;""’\51-
(b) Montrer que R est symétrique : ¥ " (jc, -Z{ %R}j = LJ ﬂ;{,

1 1: = Z L: - X'l
Loy Lu_lj(z)@/’h 2y 2%)
(c) Montrer que R est transitive : w "‘"]1 : n - 7’\3 R AA’%”“t‘xe‘ﬂ_
Vriws ez »,K : \1?31_:) LRz

A 2,
royte Zn-1y wt"% 3-1»1 W)= 237 Ju 13
(d) Que peut on en conclure sur R? Déterminer les classes d’équivalence cl(0) et cl(1

¥ db m/tu&kholaolw\rﬂwwc cmﬂa{t’}()gyl.

IGE io“zﬂ
Ay, %g”K ’3 . Wl 21,1;;= v



Exercice 3. On considere la relation définie sur R2 = [0, 00[x [0, oo| par :
(@ R@.y) < (@9 <y et (@ <o)
(a) Montrer que R est réflexive : ( 1) RC’n ) lj)
;,,_U,‘Z-<'h/'—-tj k- w {n
2 ot el
(b) Montrer que R est anti-symétrique : 5 bt ‘) ¢ m} }
(22, j)‘o”é”‘/‘j)@(l’ ?) K[/m

%f'j2<"?" q-»‘? UL‘V—(M(:..)‘);,(_\, <71,.)L:7‘(}(M<7"
(c)

Montrer que R est transitive. Que peut on en conclure7

V@'ﬂ))@i)‘q)ﬂb)élﬂ* él\j)ﬂc&)wbp
oo coddme A L "ome e @ ‘j/ﬂ@ v(a)h»@\(

Cli\ ndt Ytale.

Exercice 4 ! (a) Dans (R, <), déterminer la borne inférieure et le plus petit é1é ent -}orsqu ils
existent, du sous-ensemble : A = {z € R|xz? < 2}.

[A
1 <2
N2/ {2 ) -
b AR S- \g/; i \r{ L Yl/> T
Bane Af N7 R -
L plu pebY ok s eifle par
(b) Dans (N*, <), déterminer la borne supérieure et le plus grand élément, lorsqu’ils existent,

du sous-ensemble : B = {n € N* ‘ E < 2}.
n

- hE& 15 x ™))
S-21n 00 Bane Gupiont wwille pay
~ Boe Howen: Wit qan
1On pourra utiliser le fait que pour a € R, les ensembles [a, co[ et [a, 00[NZ (resp. | — o0, a] et | — o0, a] N Z)

n’ont pas de plus grand (resp. petit) élément.



Exercice 5. On considere les nombres complexes z = —1 + 4i et 2/ = 2 + 5i.
Déterminer explicitement :

(a) 2=
2| =

P —

Exercice 6. \On consiNgre les nobres complexes z = 3 — 3i.

z ..
— =cosf +1isind.

(b) DétermineNd fel que 2
z

(c) Donner la forme exponentielle complexe de 2. Calculer explicitement et simplifier 25.



Exercice 7. On considere dans R le loi de composition interne :  x %y = In(e” 4 ¢Y).

(a) Est ce que la loi x est commutative? L ¥ v = U() X U
In (s C\ﬁ) = n Ce} {._J—)
(VA

(b) Calculer explicitement en simplifiant pour z,y,z € R :

X
A= (zxy)xz= \\/\ (C’ <+ E%J

N4
2 M\
~ l\r\ .&‘,UN\-&J_P f}): \h(t,l* {3*0—1'7)
B=xx(y*xz)=
2 lr\(tn* ﬁ‘() .
9. 0
In (Cn‘\’ﬁh\ Lem )) = [ (&h-»t-‘r "’?

(c) Est ce que la loi * est associative?

e ry)s lanya s

V*vTS\

(d) Est ce que la loi * admet une élément neutre?



L1 IEEEA, 2022-2023 Université de Rouen
Léo Glangetas Lundi 4 décembre 2023

Sujet de préparation au CC n° 2 2
UE Logique et structures algébriques

Exercice 1. Soient a et b deux réels, a # 0, et f : R — R définie par f(x) = ax + b. Montrer
que f est une bijection et donner sa fonction réciproque 1. K .:3 _)

.,( i
I\

Exercice 2. On considere les fonctions réelles :  f(z) =2z + 1 et g(x) = 2% + 3.
Déterminer explicitement (f o g)(x) :

2(7&2-1--‘)-\:1 z by ?

Exercice 3. Soit f: R* — R définie f(z) = 2.
(a) Déterminer f([1,2]).

y \<1\<2 %Z,i.éi
\ 2/4\
A0 21) )

(b) Déterminer f~1([—1,1]).

A -V,
, _j\<——)—é'<1 E ‘Juliq‘bl
72~1 7{/2\<_‘1 h—éal

Exercice 4. Soient E et F' deux ensembles, f : E — F' une application et C, D C F.
(a) Démontrer : f~1(C'\ D) C f~1(C)\ f~1(D).

16w {xef @b)}“j "éﬂ@ff

1

Derrjljntreer ‘f LC) \ ‘f) (?JI(C\D) 1—¢ T LD)

ug—‘@w; e, flge e

\(.C”')étc_ ek f[ﬂ)f: D = lff ey o
Llé"fﬂ(é)é) Lﬁ-‘f @\;]0 (2.



Exercice 5. Soit R la relation binaire définie sur £ = N x N pour (p,q) et (p/,¢') € E :

(1, RW,4)) <= (p+a=p+q)

(a) Montrer que R est réflexive : (') UD R <P7 q > V C 1) L '\]{.

Ra-maal B
(b) Montrer que R est symétrique :

%KLJ® Y ?+0§ P

(P\ \ )
()Moé?:er:l\ueRest trcanzlve \)CL\F DD ﬂ [P q) 7>-¥G) ID"('?
x&ljl ij\'St_;) %gj

Ptz +h

d) Que peut on en conclure sur R?

%\—MJ(’J/\WA oA pt Ll ET

(e) Pour n € N, on pose A,, = c¢/((n,0)) la classe d’équivalence contenant (n,0) :

Ay ={p,9) € E|((p.a) R (n,0) }.

Expliciter les classes d’équivalence Agy, A; et A,.

Aoél@ol
f438)5 6)] (

)®
(f) Soient n,m € N. Montrer que n # m implique 4, N A

" "I A DA K
Ah%?)'P" ﬁm%_f*P.\.m i>/
] 1] P %MP’&

) Montrer que U,>¢0A4, = E. Que peut on dire sur la famille (A4,,),>07

)

B1-

N= n

Dne
A, N, 75;{

M’)“V\%.w\
"*‘Awmmy

2



Exercice 6. Si z € C et 2z # 0, on écrit de facon unique z = re'? avec 0 < r, et 0 < 6 < 27, et
pour z = 0, on pose 7 = 0 = 0 (donc 0 = 0e"*?). On considere alors la relation définie sur C:

re? < e — [(r<r)ou(r=1"ct<8).

(a) Montrer que R est réflexive : x P\ X

l"({e f‘ejeLz.) r <|‘\ w "="'dﬂ6$6

\

(b) Montrer que R est anti-symétrique : X R U ) ‘1 Rx (=2 K :13
n = W O = @ ’

(c) Montrer que R est transitive. Que peut on en conclure?

xﬁnlsﬂguﬂnﬂé |

L A @ P Mot

Exercice 7. (a) Dans (R, <), déterminer la borne supérieure et le plus grand élément, lorsqu’ils
existent, du sous-ensemble : A = {xr € R|2? < 3}.

2L 3
V2L N3
x€ -3, \@L
Bane WPL‘V:M"\[; L F{U" ’)'\'M M.‘ V\-/‘l\r,/l_c. Pan

(b) Dans (Z*, <), déterminer la borne inférieure et le plus petit élément, lorsqu’ils existent, du
sous-ensemble : B = {n ez ‘ 2n+9 > O}.

ne % 'Zn2~i
n> -3

<
\/12.,14,\’

n'} -—-l’ gf\M ;'\4@\,\%;”
n & E,LL)._\_WD /3&-3- t’&’\'ﬂ.’w:_.t_j

Ul ume



Exercice 8 On considere dans R* le loi de composition interne : %y = /22 + 2.

(a) Est ce que la loi * est commutative (Va,y € RT, zxy =1y xz7?)

\i'h‘ = \l 1,1t

(b) Calculer expllcltement en simplifiant pour z,y, 2 € R :

B=xx(y*z)= T \q\@ N }’L

Pl
(c) Est ce que la loi x est associative? < ’2_3(_ T S'L

Sua On ﬁ”“’{):f)g,dfb

(d) Elément neutre : Montrer qu'il existe un élément e € R tel que : Vo € RT, xxe = exx = x.

\J‘uz-w”—@ ;R > L

(e) Quels sont les éléments x de RT qui admettent une élément symétrique? (c’est a dire
il existe 2’ € RT xx 2/ =2’ xx =e) Lji - _%L

\{:1:\’1 n 4 . »
) e g ) e~ tnellee
Exercice 9. (a) On rappelle que (C*, X) est un groupe commutatif. Montrer que "application
f(z) = 2* définit un morphisme de C* — C* :
U 'L V2,2 e C*, f(zx2) = f(z) x f(2).
3 uf[éx 59 - 3 xX3u
et () {0 10).

ow .1 Owe
(b)! Expliciter 'ensemble f~!({1}).

1On pourra utiliser : Pour k € Z il existe un unique (g,7) € Z? tel que k = 4q +r et r € {0,1,2,3}.
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Exercice 5. Soit un ensemble F et A, B et C' des parties de F. Déryrer que

A\ (BUC) = (A\ B)N\(ANO).

Exercice 6. Soit f: R* - R, x> ?127 et soient les parties A = [1,2] et B = [-2,

2,2|.
(a) Déterminer f(A) (en le justifiant). O < ‘s 4 z ’)L > ,ﬂ.
Ny D
(b) Déterminer f~1(B) (en le justifiant). 4 A A = Z
-71.— é “— M > T~
Exercice 7. Les applications suivantes sont-elles injectives 7 surjectives 7 bijectives 7 Justifier
VoS réponses.

(a) f:Q—Q, x+— 2z +3. 1
(b) g: R =R, z+ In(1+2?) .

o (¢t
w

N

A
j\ ‘!: —_— ——
~4L>/~%—v>/ < \(?,l

N4
T
\V4

\b







