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Exercice :

-a) P : Pour tout ne
, n2/4 on mya

Démonstration
.

Soit nEl,
Sin > avalors n'<4et n) 2 est maie

Soit nS2 ,
-alorsn peut punche la palem de

- 4
n2 16n =

- 4 = n(2 = nb4
donc P est fame

5) P: il essiste (3 , y) EIR2 , (2 >y) et (12+ y 2 (x)

Soit et y &IR2
,

Six) y ,
Alors 2 >K . 2 []-1 is [

Alors ( + y
+

(4 = x2+ ( -y)4
en prend la palem de 0

.
5 est que y punde la

valeur de 0
,
T -0

, 2 = 0
.
3

0
,
52

+ 0
. 32[1

0
,
21

+ 00611 Vai

Exercice :

alP : YPER
, JqEIN ,

P
+ 942

7P : JPez
, VqEn ,

4+ 932
Soit 9 IN ,

on por P =2 Sit QEIN
der P+ P = 9122

7P et Varia donc P fausse



b)P : Va EIR*, JyEIR , my)4

70 : JxC(*, VyEIR , 4451S
Sit EIR*:

Si y 40 ,
Acous on peut dire que y=0

dome 2xY2x0 024

Si y > 0 et x>0 Alors Si on pose

Y = 5
,

done TrS1 or six 0

sens la proposition p et fance

Exercice : Motits por récurence que pour bout entre

n) Noo", 1 of un multiple de 99.
intitialization:

an Rang o

0108 - 1

03.100
terdite nas:

100 1 = 99xk

donc :

100V = 99xk
+ 1

1002+ 3

- 1 = 100 x 300
-

1 = (99xh + 1)100 -1



Nombre Complexes (Srike) :

Rappel:

N = 20 ,
1

,
2,3--3

↓ x + 5 = 2 = x = =
3

2

= 24 1
0

1
1

. 27

&22= a +/

q( = )

I IR
( . 4150 ~

x7 =
- 2

4 = a
+ ib(a)EIR) it-1

(V:) ? (ve)his
=

-
1x2 2 ax ib

- 2 Re(s) = a

22s
- 2 im (37 b

a dead Maria dans

+id-i

Pogles de Calcul :
- -

Additio Multiplicat .
(a + ib)a(a + ib')(a + ib)(a'+ :b) conjugue

- antiba'+ ail'+ ibib' pom3 = axib a
,
bEIR

= a +
i)

+ a +
ib = (a'+ i2 (3) + (iba + iab) 5 = a -

ib

= a + a + ib +
ib = (aa' ->b) + i(ab+ ba) 5 = (5) = ifb)

=- + a + i(bxb)) i2 = - 1 = a - i( -b)
=S



S : a + ib D

a
.
bEK

3 = 2 + iei(3x zi

5- aTib
5 7 2xi - i(3 + 2i)

5 fa -

ib

3 = 2 + i+i3 -

L

3- ni j = - ya

3 = a + ib a
,
seIR

35 = ( + ib)(a - is) Mus
3 = na

-/bax-il bb

33 = aa + bb = a
+
b2

Symétrique on apposé des

-3 = a -
ib

3 + (3) =
-3 + 3 = 0

3 - 3 = -3 + 3 = 0

Engensimde3 :

5



Satib abEIR3 o

Tiss
-

Remarque Simplifie
(85 = 2

( + y) = -y = 2
, y
?

-
--S 13222
(3+(2) (3.)

Propri :

Ro(3 + 3) = Re(3) + Re(3)
=m (3 +3)) = Im(3) +T (S)

kem :

3 = n + ib 31 = a
+
ib

a,b
,
a'

,
b E It

3 + 3 = (a + ib) + (a + ib)

3 + 31 = a + a + i(b +b)
- -

EIR t IR

dac Re (3 cs)) = axa

En(3 +3) = b +
b = Im(s) + In(s)

Rc(13)
Im (13)



iz = i(a + ib) 53 = (a= ib)x(a - ib)

in + itb = - b +i
3= a + ib

Rc(ig) =
-
b = - In(z) I 3: a + ib

--

Im (iz) = a = Re(s) 53 =
al

- labiabl

+1236 = a
=

b)

Proprietede gegene, &

andie 55 = 331
5 = 1 = -

i u
, rel

+V = T
+
V

= Tu-
-

()=

Modules Propils :

Si a EIR
,

alors

a = a + :(0) + C

(a) = 0= = (a) = - aona

a EIR, = (a)
at IRT (Va) = a

+ 1 -5 (0)

(1 -5) = - (3-5)
=v-1)0

1243 : /= :

12 = 2

13:1 = 3
i =

0
+i modele dei

Propritis :
(i) =0/1 = 1

(3)+ 0(7)) = 0

(Xy) = X(3) , 30

(3+3) 131 + 131

(131 - 13'/ &(3 + 3)

(13 - 31

133 : BIBI t



Repentatio& Dométwqenat :

& Axe im pun

4i

3i -

* 3 = 3+ 2i

T --- 1043 VI

I I I I 3

Axe

des IR

3 = 3 + 21 = forme Algébrique

Forme Algésique Forme polaie/Trigonométrique

ib
- (a xib) = 3 ib

= X

& Esint = b

I
a

, b ERR 10 Th

a Croso E

al

22 = b2
+ ah

2-

cr0-
b

Sin 0 =

2 3= 2000 + : Ceint

3-2 (se + isine)

a = 2 c
(=)

&a2x 32 =27co+
22

b = 2 ein sin = 24

20
Copoein to = 3

E b

·
formsupercale :

P

apose e = 100 + isin

exponentifie
comples



in 3-
Pero Ele

O

a 3
= 1+ i

&

·Trigentriqu

22 =
1+13

wed= 2 = E

-
Donc si =&(en)

= E CIT

Algible : (Sxi) = 1(7) +
: (x)) = E

P=E

cot= d

-
sino = E

2= E 0 = (+2kπ)kk2

⑦ est un argument de3

0 =1g(3) .

e = 1)

e'ox e= eiloto)

pilooje



Chapitre 3
Ensemble : collection d'élément

↳ elementE. EE

AEt sinon xE

exemple d'ensemble : N = 50 ,
1

,
2

,
3 ... Sentierantuels

①Pe ,
per

2 = S ..., -
2
..
1

,
0

. 73entierrelatifs
4 0 S nombes nationels

IR = S E ,
X, 3 nombes rels

C = 3x + :/ , y &IR3 nombre complexes
Définition directe :

E = 20 ,
2

, 4 ,
6

, 83
= Sue2/n pan et on <93

Définition en Compréhension :

Entiers Pains :

P = (n + 215Pez , n = 2P]
- [ep/pt23

Axiomes :

Axiome des ensemble vides.
Il exista un ensemble qui est contenu dans tous

les emerites .
It est appelé l'ensemble vide est il

st noté : O



Définition : Inclusion

on dit que un ensemble test inclus dans un ensembleB

et on emit A CB on B) A (B contient A)
Si tout élement de A EB

A (B) = (XxA , x(B)

* Il n'existe pas d'ensemble contenant tous les
ensembles

.

Propriétés opérations sur les ensembles :

A ,
B

,
c, ..., E,

F ensembles

a
,
b

, , ..., x
, 4 ,9 élements

Inclusion :

(ACB))= (Vxt , x(B)

0
1 B

24 A63
Y j

1

Réunion : AuB = (1/EA ou EB3
AuB

A A

B il
B

20,9 , 4 ,
5

,83 50 1
3

,
9

, 3 . 4 . 53
= 50 ,

3
,
9

,
3

, 4 .
5

,
6

. 83



Intersection : AnB = Sx/ et A et i et B]

50 .
2

, 4 .
6

,83150 .
3

.
2

,
3

, 4 , 53 : 30.
2

,43
A

AnB

B III

Complémentaire de A clars E :

SiACE
, GAsElA = SetE/kAy

(xc(t)(= (xct et u(A)
A

024 E = 50 .
1

. 2 ...., 93
1357

Si r E A alors :

CA (xc(A)()(x(A)
Autres notations : (u((a)()(x(A)

CA = CA = A quand le contexte est clair.

Différences d'ensemble :

AlB = [xtA/x(B3
(xC A(B) (= ((x (A)et (x (2B))
Si BCA alou AlB-B



6

AlB 89
.
Si AnB-0

on dit que A et Bront disjoints.
Paire 1 impair:

.

A
,
B

,
c sont disjoints 2 à 2
AnB = Anc = Bx = 0

ben
P

= [2P/PE2} Pain
F = 52P+ 1/PEI} ubre impair
Pri = & CyP= I
Pri = 2

2 = P

2 A = [3T] ,
B = [40] A = Sx + 12(x),3ea x}

A
D "B

AUB : [31] 3iiji
AnB = [4T]

A (B = [3 , 4[
BIA =JT , 8]

[A = j -
2 : 354]1i + 0[

< rB = 3 -
0 ; 45438 ; + 02 =G4kE12/a24 ou

4783



(x ( A)(((x),u)et ((r)
(x(A) =3)(x(3) ou(x)())

Propriétés nuC

commutativité : AUB = BUA

A 1B = BnA
Associativité :

(AuBJuc = Au (Buc)

(AnB) 1 = An(Br)

(An(Bnc)nD) = AnBranD .

/D (Anis) u c # An (Bnc)

Distructivité :

An(Buc) = (A(B) u(An)
Au(B -C) = (AnB)1(A (2)

dem : An(Buc) = (An B) u(Ax)

x An(Buc) =x)c A et(x((Bu)
= (2 + A)et (k + B) ou (x(c))
=> ((n (1) et (x (B)) ou(((A) e

(x( c)
=> (x + A +B) ou(x + Arc)
= xf(AnB) u(Arc)

[Pet (PouR)]( [(Petp) ou

(PetR)] 4
, 0 ,
R propietes .

Démonstration "heuristique" :



A
A A1B

B

" Anc

'I
III

Brc
& C

B

A B A

Yi /Il
An (B4c) (AnB)V(Arc)

C

C

Règles de Calcul :
An0 = 0 Ana = A

AnB = A() ACB

Av0 = A AuB = A(=> BCA

C(2) = A (AGB) ( ([ic(a)

E c(AuB) : (Ca)n((B)
c (anB) = ((A) u((B)
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Fiche n� 2 - Nombres comlexes

Rappel : Le corps des nombres complexes est : C = {z = a+ ib | a, b 2 R} (avec i
2
= �1).

Soient z = a+ ib, z0 = a0 + ib0, u et v des nombres complexes (non nuls si ils sont en quotient) et n 2 Z :

• Addition : (a+ ib) + (a0 + ib0) = (a+ a0) + i(b+ b0)

• Multiplication : (a+ ib)⇥ (a0 + ib0) = aa0 + iab0 + iba0 + i
2 bb0 = (aa0�bb0) + i(ab0 + ba0)

• Parties réelles et imaginaires : Re z = a, Im z = b (donc z = Re z + i Im z)

• Conjugué : z̄ = a� ib. Alors (z) = z, u+ v = u+ v, u� v = u� v, u v = u v,
�
u
v

�
=

u
v , (un) = (u)n

z z̄ = (a+ ib) (a� ib) = (a)2 � (ib)2 = a2 � i
2 b2 = a2+b2

• Module : |z| =
p
z z̄ =

p
a2 + b2 (= |z̄|).

��|u|� |v|
��  |u+v|  |u|+ |v|, |u v| = |u| |v|,

���
u

v

��� =
|u|
|v| , |un| = |u|n

• inverse :
1

z
=

z̄

zz̄
=

z̄

|z|2 ou bien
1

a+ ib
=

a� ib

(a+ ib)⇥ (a� ib)
=

a

a2 + b2
� i

b

a2 + b2

• Forme algébrique : z = a+ ib avec a, b 2 R

• Forme polaire ou (forme trigonométrique) : z = ⇢ (cos ✓ + i sin ✓) avec ⇢ � 0, ✓ 2 R
⇢ = |z| est le module et ✓ est un argument de z (pour k 2 Z, alors ✓ + 2k⇡ est aussi un argument de z)

• Relations entre forme algébrique et forme polaire : Pour z = a+ i b = ⇢(cos ✓ + i sin ✓) (z 6= 0), on identifie :

⇢
a = ⇢ cos ✓
b = ⇢ sin ✓

()

8
<

:

a2 + b2 = ⇢2

cos ✓ =
a
⇢

sin ✓ =
b
⇢

()

8
><

>:

⇢ =
p
a2 + b2

cos ✓ =
ap

a2+b2

sin ✓ =
bp

a2+b2

• Exponentielle complexe: Pour ✓ 2 R, on pose ei✓ = cos ✓ + i sin ✓.

Donc on a aussi :
1

ei✓
= e�i✓

= cos ✓ � i sin ✓, cos ✓ =
1

2
(ei ✓ + e�i ✓

), sin ✓ =
1

2i
(ei ✓ � e�i ✓

)

Multiplication, puissance, quotient : ei✓ ⇥ ei✓
0
= ei(✓+✓0)

,
�
ei✓

�n
= ein ✓

,
ei✓

ei✓0 = ei(✓�✓0)

• Forme exponentielle : z = ⇢ ei✓

• Multiplication , puissance, quotient : (⇢ ei✓)⇥ (⇢0 ei✓
0
) = (⇢⇢0) ei(✓+✓0)

, (⇢ ei✓)n = ⇢n ein ✓
,

⇢ ei✓

⇢0 ei✓0
=

⇢
⇢0 ei(✓�✓0)

• Valeurs remarquables de ei✓ :

cos•
�1 = ei⇡

•
1 = ei 0

sin

0

•i = ei
⇡
2

•e
i ⇡

6

i 1/2

p
3
2

•e
i ⇡

4

i
p
2/2

p
2
2

•e
i ⇡

3

i
p
3/2

1
2

ei0 = cos(0) + i sin(0) = 1

ei
⇡
6 = cos(⇡/6) + i sin(⇡/6) =

p
3
2 + i

1
2

ei
⇡
4 = cos(⇡/4) + i sin(⇡/4) =

p
2
2 + i

p
2
2

ei
⇡
3 = cos(⇡/3) + i sin(⇡/3) = 1

2 + i

p
3
2

ei
⇡
2 = cos(⇡/2) + i sin(⇡/2) = i

ei⇡ = cos(⇡) + i sin(⇡) = �1

Exercice 1. On pose z = 3 + 2i, z0 = 2� i.

(a) Calculer Re z, Im z, z, z̄0, z z̄, |z|, |z0|.
(b) Calculer les nombres complexes suivants : z + z0, z z0, z2, z/z0, 1/z0.
(c) Placer les points z, z0, z̄0, 1/z0, z + z0, z z0 dans le plan complexe.

Exercice 2. On pose z = 2 + 2i, z0 = 3 ei
⇡
6 .

(a) Placer ces points dans le plan complexe et calculer |z|, |z0|, arg z, arg z0, Re (z0), Im (z0).
(b) Calculer les nombres complexes suivants : z + z0, z z0, z2, z/z0, 1/z0. Placer ces points dans le plan complexe.

Exercice 3. Soient z et z0 deux nombres complexes. Démontrer que :

(a) Re (z̄) = Re (z), Im (z̄) = �Im (z), Re (z) = 1
2 (z + z̄), Im (z) = 1

2i (z � z̄), Re (z + z0) = Re (z) + Re (z0)

(b) (z z0) = z z0, |z z0| = |z| |z0|, |z + z0|2 = |z|2 + 2Re (z z0) + |z0|2 (c) |Re (z)|  |z|, |z + z0|  |z|+ |z0|

1

2



TD2 : LS A

Exercice 1 : on pose z
= 3+ 21 3 = 2-

i

a) Re (3) = 3 3 = 3-2i

Fm(3) = 2 5 = 2 + i

35 = (3 +2i)(3 - ai)

35 = 9- Si +
6i
+ 4 131- N(3)+Fmis)

33 = 13 131 = 42

131:
13 j

13:

①3 +3 3x2i + 2 ,
i

3 +3 = Txi

& 33 = (3 + ei) (a-i)
33 = 6

-
3i + 4i -

2i

33 = 6 + i + 2

33' = 0
+
i

③ 3= 3
*

3 : (3x 2i) = 32412i - 4

32 = 5 + 12i



① =
lai(e+ i)

2- i (2, i) (2 + i)

3
= 6 + 7i =

2 i
5 -

(2-)(2 + i) 4+ 1

= y+
= 08+ 1 , Hi

Il

Q 1
- ) )

= 0
. 4 +43:33' (2xi) Pris 4 + 4 -

Im => 0, 4 + 0
,
2 1

2i
= *

(3)
⑧

(3 :2)
(Dis)

i
=
(21)5 343 (i) 3x3

I

X

-(04 : 0
,2)

-A E A Il A ↳
I I 8)

-
3 1 2 4 1

IR

-
I

& *

3(2 : -4)
Y

Exercice 2 :

on por 3 : 2 + 2 : 3 : 3e
*



131 = 3

131-- ar

ag(3) = H

ang (3)
= 30I

cosol tari
1

&

E ta
sin)))

131

R= (3) = 3 x (s(0) = 3x(s() =3 - 2,
6

Im(z) = 3x sin (0) = 3xmn () =2 = 1 ,
1

3

· 1,

3 + 31 = (2x2i) + be * 2
,
6x

3 +3 = 2x2i +( + i
2

3 + 3 = 2 + + 2i + 33i

3+3 = 4 ,
6 + 3

,
7i

33' ?
100 = (3)

Sin= 131



35 = 3
*

3 = (2 + 2i) (2 + (i)

32 = 22+ Di - 4

32 = 8i

1
= 1
53e

Placer dans le plan complexere
ang (3)

= 41

Aug (3) = *

2i x3
1

i
=

3

( ⑨
P A ↑

1 2 3



Exercice 3 : Sient Jets' &K Demontery que :

a) Re (5) = Re (3)

3 = a + ib5 = a , ib 3 + 3 = a +/b + a
=)

Re (3) = a 3+ 5 = 2a = a+a

R(5) = a

Im(3) =
-
Im (5) 3 -3 = a + ib a + ib

a+ ib a-ib
3. 5 : Lib = ib +ib

im b Im-b

Re(3) : E (3 +3)
Sit 3 = axib a 5 = a ,

ib

3 +5 = a + ib + a -
ib

3+5 = 2a+ ib , ib = 2a

s
= a (=> a = Re(3)

E

abes = Rel



Im(3) =(3 -5)
Art y

= a+ ib 5 = a -
ib

Im(3) = b Im(j) =
- b

3 - 31 = atib -a + ib

3- 3 = Lib

3= ib
2

= b b = Im(3)
2i

F -m(3) = &(3 - 3)



Exercices

Exo 1 :

a) P : Vue
, n4 on > @

Soit me l ;

Si n> 2 alors n2S4 on n >2 alora

pou n = 3 a > el n <2 done fause

b) J( , y) < IR2 , (2) y)et(x*y (1)
on pos :

y= 0 , on chache i EIM
on Choisit
p

(021 21 Vraie

Exercice 2 :

a) P Q PouP TPTPon P
V V V T V

V F V # V

F V V v V

F F F V T

3) (PMQ) = (TPOP)



Exercice 3 :

a)
p : VPez

, JqEN ,
P
+ q(2

7P : JPCZ , VgeIN , P+93

soitPE ;
on pose q = 2

,
P
+C(2

↑+ 1/2 donc face Pro fause
TP est paie

b/0:Vu EIR*, 7 y Eir , xy) 1
70 :7xtIR

, Jy CIR , 1451

Soit EIR*,
on posey

Acon ay = u 2 = 21.

Ost donc Graie (et 70 et fauce)
Exercice 4 :

2 0
,
100 1 st un multiple

de 99.

Initialisation :

Au
rango ;

0100 - 1

0 1
-
1

05 o par 0x 59 = 0

Heredke an

lang n + 3 :

n + 12100h
+ 3

. 1



n + 17(00x300) - 1

n + 1700-1)x99
étant dover qu'un multiple de n s'eitde

fatime 99Xh alors an any
nos

100"
,

1 at un multiple de 99.

Exercice 4 :

P : pour tout nez , (h(0) on (n> 1)
pomne sin> 1 on nS. 1 alo n'> Ima

sinon
,

U < 1 et n) -
1 donc no done n = p (Cane)

colone in so at proce . Pet paie

0 : 72 sirter EIR
, (2) Setpi (2)

&a> 1 alors n2) (1) ?
as21

x " (25 + x)2
don o est fausse .

Exercice :

P : Jn E IN
,
UPEIN

,
P+ RY, 2

7P : VnEIN ,
JPEIN

,
P+<2

Sit PEIN :

onporn = 2 P
+20

Post donc paie

P : Vx -IR
, Jy -Ir , Kixy< 1 .

74 : Ju E IR , Yy EIR ,
x

+ y31



on prend 7
soit y & IR.

on por = 1 ;

1 + y 27, 1 donn 70 etmain
Alon o it fausse .

TD 01 (Exo 1)

A : JuEIN
,
UPEIN

, PSM

7 A : UnE IN
,

5 PEIN
,
P> r

on démontre A :

Sit PE IN,

on pose n = 0 alino) P Le quist impoite
Alor Ast fausse dene 7 Ast pai

c : g30 , 7830 , 8'E

71 : 7270 , 4830 , 52
on demorte 7B :

Sit &30 ;
on a 6

:

< %5) 675
i par : S=(E

2 Voic donc B st paie TB fausse
B/UnEIN ,

JPEIN
, PSu

7B/ ThE IN
,
YPEIN ,

P > N



SitnE IN ,

on poe P = n + 1

n + 1) n faux da Bet

Gausse et TB s

DIJS)0 ,VE)0 , 55 Mare .

70/0830
, 5930 , 332

on dembre D :

soit [)o

on a : S/E

on pseS

SFg Dat par

& 7D St fausse

Exercis :

#IN en naturel st de la fone 0 : % :
<
; 3)

en maturel stun articl on st incremente

↳ au fractio des c'A faus



Controle continu 1 : 2023

Exercice 1 :

P : Pour tout ne , (n 0) on (n
<

> 1)
Soit ne I;

Si n)1 on 121 ,
Alou n-21

Sinon /1 et n>. 1 done noo

done ne0 vaie alors pet pare
0 : Jx EIR

, (x > T) et (k (2)
on Pose a) (x) 25

25 et 22(2
&(2) 25 inperibe dome Q

st fausse .

Exercice 2 :

Al P Q P ou Pet &T(Peta)
V V V V ↑

V # V T v

F V V ↑ V

# ↑ F T V

B) 7PP & Ta PetTO TPeQ
I Vv # F
5 V F F V 5
V ↑ ↑ F F

u Jo V F V

F

Exercice 3 :

P : In EIN ,
UPEIN

, Pan>C



74 : Un IN ,
J PEIN

, PanS2
Sit n EIN;

on por P = 2 n+ P(2()nxz)2
n + 2/2

done c'stfase 7Pst fausse ,
Pet

don paie .

P : Vu - IR
,Jy( ,R

,
x
+ y 41

TQ : Jxt(R , by f 1R ,
(
+ 4231

Démontious Q :

Soit xE IR
,

on pose y= 1 on a donc 42+1 < 1

Six 0 C'est faus
donc P est- fause et Ti et don

Mais
.

Exercice 4 :

Un> &
S

2x0 (6 +x))1 + mx

Initialisation :

an Rang 2 :

20 1+x+ 2x)1 + 24

2) =) 134x)1

() =) x)

Au Rangn + 1 :

(1+((2)1 + nx



(1+a) "x( +x))4 + nx

(1 +a) > 0

Exercice 3 :

P : ne4
,
(n'<4) ou (n) 2)

Sit El ,

Sin4 alors &2 donc :

ne on n > C

Poun =
- 4

n = 1164-438

faus
done Pet fausse .

0 : J(x , y) ((k , (x(4) x+ y 7\x

X = 0

x)0

x
+<

22 = 1

(t)2 07771 petMain



C(y(LSA)
Cous n

"

5 :

23/10

Lundi

Fin l'après midi

préparation au c durant le cours du 10/10

Rappel sur les ensembles.

-appartenance
CEIN

& IN

inclusion INCI

2 IN

opiénation sur les ensemble :

50 1 , 23499 ,
3

, 43 = 50 .
7

,

2
,
3

, 43

50 ,
1

,23149 ,
3

, 43 : 423

= = 50 .
3

,
2

,
3

, 4 .
5

,
6

,
7

,
0

, 93

C [0 ,
1

, 23 = 53 , 4 ,

5
,
6

,
7

,
8

, 93 complétaire

50 .

1
.231 52 .

3
, 43 = 50 . 43 difference

0 : &3 ensemble vicles (El n'y a

pas
d'ensemites

contenant tous le ensembles

Règles Sur les opérations .

(Réunion intaxation)
au(B c) = (AuB) n (Avc)



An(Buc) = (1B(u(Arc)

Produits :

50 .
1

, 23x32 ,
3

. 43 Cartésien
.

= [(0 , 2) . ( . 3) , (0 . 4) , (3 . 2), (1 . 3), (1 , 4)

(2 , 2), 12 . 3) . (4) 3
Ensembles des parties de 50 ,

1
, 23

&(10 .
%

,3) [93 . 903 , 513 , 523 , 20 . 13 . 30 . 25 , 95 ,23

50 ,
3

, 233

ensemble [1 , 23 + (1 , 2) comple

(1 , 2) # (2 , 3) (couples)

[1 . 23 7 [2 , 33(Ensembles



Chapite Formations el

Application
Exemples :

f(x) = 1. Eapplication constante

f(x) = i Elapplication identité

& (4)= Explication
f(x + 1 fonction n'st pas definie poux -o

Définition : E
,
Fensembles .

- f fonction de Edave F :

à chaque élement de E ou associa au plus ,
un

élement de T (0 ou 1)

· f et une application de E clam
-

~à chaque élement de Eou associa
,
un enique

élement de F.

Une application et tongours una fonction.

Exemples :

f : IRIR Ver
, f(x) + 1.

Applications

x - 3

2 : im R Vatid
, (a) +

a) I
x = k



d
f : IRXIR VatIR

, f(a)=
a + m

!

f : IRIR fonction can g (0) n'sk

n+ par definie .

Yxcir
, fx)=

& tel quel n'ot pas une application .
de 1R IR .

Définition : (Suite)

f : E-F Ex ensemble de départ
E : 1 1 l'anfée.

fix-f(x) = y f(x) image de 2 parf
antécédant de y

Graphe def
4g : Sx , f(x)]/x@DeffYCEXE
Def + : SueE/ fers existe] .

Définition " ensembliste" d'une fonction :

f: fonction E Game f : donnée d'un triplet (E ,
F

, G)
GC(EXT)

Poitout &E 7 au plus y EF tel que , y &G

T: Application :

<E ,
F

, G)



G CEXF Fr EE
,
il existe un unique ye

tel que 2 , yEG.

Exemples :

↑) (IR ,
IR

, Su ,
x' /x <Ir])

fa) = x2 . Deff = IR .

IR

LIRXIR)

im

est un application et donc un fonction.
g = (1R ,

IR
, ((x)(uti**3

Def g : IR
*

Ox

& fonction
mais pos une application Car gla) n'etpa défini

3)h = (1r*, IR , Sx, /xcIR
*

Y

Defh : R
---* 0 [4]oGh

i + 0) -

Dyy-
Gu



h application (etcussi fonction

Con change l'ensemble de départ
Si9 : /E

,
F

, G) fonction
Abn g : [Deff ,

F
, G) application.

Notion apec le "patates" :

: [0 ,
1

,
9

, 33 - Sa ,
b

, c]

com
a

-- f(0) : a

-- b

3- c f(1) = a

f(2) = b

f(3) :

0->6

Q (50 ,
3

, 23 , 55 ,
7

,83,1 7

-
I

8 & (0 , 6) , 0 . 7) . (1 .8) 3

Gg(20 .
1

, 23x36 ,
7

,83

I n'ut pas une lot car a o on anocie Get 7
.



Définitions : E ,
F usamibls.

f application E = F
· f infective :

si les images par 9 de 2 élements so
distincts

Vx
,,
u
,
CF

,
(x
,Fuz) = ((() + (())

Va
, une

E
, (((m)= f(x))= (k = m)

· I sujective :

Si XyeF,
il seirs (auminun) r EY

f(x) = y

· f biltise :

Vy &F,
ilexiste un unique xEE

tel que f(x) = y.
prop (B dipetive() (Ting etrug

Exemples :

(0)
: +(1) :

0-

sa ⑰ [-->
9 con se n'so pasCan 7 pas d'abdcedat

((x)5g .

inf
iy O->

1-> E i heg

sage 2 bit



1) f(x) = a f :1R - IR

f(x) =
ah

-

ni in f(s) = f( - 1)

n emj Car - & n'a pas d'artécedent &

2) f(x) : au

- (() = f(x)
en

f por empactive par In(e"s) = fu(e)
par exple - 2 pas d'antecedent

xjn) -

3) f(x) : x.

-

& any mais pasing.
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Fiche n� 3 - Exponentielle complexe

Forme algébrique

•
1

•i

•
0

•
z = a+ i b

•
a

•ib

⇢
a = r cos ✓
b = r sin ✓

Forme polaire et forme exponentielle

•
1

•i

•
0

•
z = r (cos ✓ + i sin ✓) = r ei✓

✓

r

•
r cos ✓

•ir sin ✓ 8
><

>:

r =
p
a2 + b2

cos ✓ =
ap

a2+b2

sin ✓ =
bp

a2+b2

• Exponentielle complexe :

8
<

:

ei✓ = cos ✓ + i sin ✓

e�i✓
= cos ✓ � i sin ✓

()

8
<

:

cos ✓ =
1
2 (e

i ✓
+ e�i ✓

)

sin ✓ =
1
2i (e

i ✓ � e�i ✓
)

• Opérations : ei✓ ⇥ ei✓
0
= ei(✓+✓0)

,
�
ei✓
�n

= ein ✓
,

1

ei✓0 = e�i✓0
,

ei✓

ei✓0 = ei(✓�✓0)
,

(r ei✓)⇥ (r0 ei✓
0
) = (r r0) ei(✓+✓0)

, (r ei✓)n = rn ein ✓
,

1

r0 ei✓0 =
1

r0
e�i✓0

,
r ei✓

r0 ei✓0 =
r

r0
ei(✓�✓0)

• Racine nième
de l’unité : On pose z = ei

2⇡
n . Les solutions de l’équation Xn

= 1 sont exactement l’ensemble :

Un =
�
1, z, z2, . . . , zn�1

 
=

n
ei

2k⇡
n = cos

�
2k⇡
n

�
+ i sin

�
2k⇡
n

� ��� k = 0, 1, 2, . . . , n� 1

o
.

Exercice 1. (a) Donner la forme polaire et exponentielle des nombres complexes : z1 = 1� i et z2 =
p
3� i3.

En déduire z1 z2, z1/z2, z31 .
(b) Donner la forme algébrique des nombres complexes : z1 = 2 (cos(5⇡/6) + i sin(5⇡/6)) et z2 = 3e�3i⇡/4

.

En déduire Re (z1 + z2) et Im (z1 + z2).

Exercice 2. (a) Pour ✓ 2 R, développer
�
1
2 (e

i✓
+ e�i✓

)
�3

et en déduire cos
3 ✓ en fonction d’une somme de fonctions

cos(k ✓) et/ou sin(k ✓), k 2 Z.
(b) Pour ✓ 2 R, développer (cos ✓ + i sin ✓)3 et en déduire une expression de cos(3 ✓) en fonction de cos ✓ et/ou sin ✓.

Exercice 3. (a) On pose j = ei
2⇡
3 . Calculer jk et (j)k pour k = 0, 1, 2, 3. En déduire la valeur de jk et (j)k pour tout

k 2 Z. Donner la table de multiplication des éléments de U3 = {1, j, j2}. Placer ces éléments dans le plan complexe.

(b) Calculer i
k
et (i)

k
pour k = 0, 1, 2, 3, 4. En déduire la valeur de i

k
et (i)

k
pour tout k 2 Z. Donner la table de

multiplication des éléments de U4 = {1, i,�1,�i}. Placer ces éléments dans le plan complexe.

(c) On pose z = ei
⇡
3 . Calculer zk pour k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. En déduire la valeur de zk pour tout k 2 Z. Donner la

table de multiplication des éléments de U6 = {zk | 0  k  5}. Placer les éléments de U6 dans le plan complexe.

Table 1: Tables de multiplication de U3 , U4 et U6

⇥ 1 j j2

1

j

j2

⇥ 1 i �1 �i

1

i

�1

�i

⇥ 1 z z2 z3 z4 z5

1

z

z2

z3

z4

z5

Exercice 4. (a) Pour ✓ 2 R, montrer que : ei ✓ + 1 = 2 e
1
2 i ✓ cos(✓/2) et ei ✓ � 1 = 2 i e

1
2 i ✓ sin(✓/2).

(b) Pour z nombre complexe, z 6= 1 et n entier natuel, montrer que :
Pn

k=0 z
k
=

1�zn+1

1�z .

(c) Pour ✓ 6= 2⇡+2k⇡, k 2 Z, en déduire une valeur explicite simple des sommes :
Pn

k=0 cos(k✓) et
Pn

k=0 sin(k✓).

1

--

Cos p=
Cos 8-

E

&



TD 03 :

a)

3, = 1-i et 3
,

= 5
-

i3

131 = va 31 = (")
coso =- ↑ 3 = (131

sino- 3= 3 = (a))) + ini (*)
131

1
.

tamo- ②
& E

E
==
T

pame suponentielle de : in

3:
ve

32 = 5
-
3i

5
151-g = Vestes conFe

ein



(
-i
*
3tamo=) 32

+(32)

=
= 25

a)
25) - ii) =25( i)

-i*3
3, x32 = E* xie

es(E)
343

=

= (1 - i)(5 - 2ig Timin())
. 3 : -3

My
-
3i

= 3

3 =
-
3

- 3i I1
No e

<*Y
S - * T

E



31/3=Ce
(V- 3i) x(5 + 3i)
E-i+ Si -

bi

=

=> sitsit
- 6

Xi + 4Y

-
*

33 = ( -)3 31- Fe
Tr

-

-T⑤ Lise-
= (2- i2 - wi)(1- i) ↑

2

(1 + 2 - (i)(v - i)
·
= Fer

(2- 2i) (v - b) 6

2 -
Zi

-

2i +2i2

2. 4i- 2

:( + )
eE Si3332 = 25e

b)



Sy = c(u(ty) + iein [*))
31 = 31*
( )=

32 = 2) +i) sin () =A

31 =5 + i

32
ein-colus +ixintis

ein = 3(u(x) + i2n[))
ein = (- i2

3 ein-3

Re (31+32) S
5 +-

2

=e (3y + 32) = 1 + 3 .

2



Excrice 2 :

-in) ?
3

a) ((e +e)
(a +b) (a + b)

↓ (0 geo)(e

( (e ecioe seelio
32
-j e-i83& jebi,sit↓ ↑ S

* Je soe Set coy-
i

- Bie 318 3

↑le2

3) (Cos0 + irine]
3
déduire co (30)

selon la fumule de roive :

H

(Cosoareino) = calnes + isin (0)

donc pow n= 3

(Cos O + :sin 03 = co(3) + isin(30) .

cos (30) = partie relle
sin (30) = partie Imaginaire



a 3

Los (30) + isin (0) = (so +nos
coso + 3 costo

.
isino +

3 loselising)
+Lien

cosp + 30 oisine - 3 cassin D

-
isin F .

ouE voso vine + icosto-sin) .-
par identification des parties réelles et imaginair

o a : Los 30 = cos30
-
3 Cos 0 eine

Sin 38 = 3 Los20-Sino
.

((e" + e
+)))

(a + b) = (a + b) + 2ab)(a + 3)
ab +

a-b
+
ba + 3 + 2934

2ab ?
a + 343 + 3ab233

↓ (e 3e co
t
y bioio il

is
-
iP - 3i8

↑ (e30+ 3e +
32 + 2 ( = &(a)-

C



G (cos(0) + 38) .



cours logique
Structure Algebrique
CMOG - 2023/10/11

Composition be fonctions
Definition : E ,

F
,
G 3 ensembles -

&F et FI G base-applications
la comprée de get f notice gof (p "rond" f)
et l'application - G et qui a se associe

g (f(x)
=G

.

x + f(x) g(y()
n= g(f(x)

donc on peut écrie (909)() = g(f(x)

Exemple :

b) f(x) + 2x
, g(y) = et.

(909) (2) de g(f(x)) = g(2x) = 22

(Ante Calcul :

(907) (2) = g((x) = g((m)
Ir Ir9 IR

x=2-
2 +2x]- et



2)f(x) = 2x + 1g(y) = 3y + 2

(got)( * g((() = g(2x + 1) = 3(2x + 3) + 2
=Sk +

5
.

& calcul fause :

(90t) (22) = g(y()) = g(2x+3)
= 3x2x + 1 + 2 = 62x3

.

(f0g)(y) = +(g(y)) = +(3y + 2) = 2(3yx2)+1

- by + 5 .

I i c'st une coïcidence

got : goge général gof o fog.
Gy = (6 ,21+3)/xEIR]

3) f(x) = 2x + 1 , g(y) = 3y .

gof() = g((()) = g(2x + 3) = 3x(2x +y)
=
62 + 3.

pog(y) = f(gcns) = f(sy)
=> 2(3y) + 1 = 6y + 4

got + fog.
Exercice

f(x) = am +
b

, g(y) = cy + d

à quelle condition fog : gof
(fonction affine



G
anaphe :

Gy = &(1 , a) , (2 , a) , 13 , 2) 3 .

Set 2 ont la

m image pasingative
pas emgest b eth

Gg = Sia , P) , (b ,4)
par d'antécédant

· ( ,9) , <d , 933

E F

1 P
- G7 4
--R

Gof = &( , p) , (2 , 4) , (3 .9)3.
Notation-Définition :

5. Excemtes non vide ,
on pate FIE , l'application

identité
S

IDE
E &
->h

x -x

Xx(E
, (df(x) = 2

- =

21 ,
2

, 33 E



GIDE = 5(3 .2) , (2 , 2) , (2 , 333
:#mes

J (E : fzt( , (((3) = 3
.

Ed
,n + =42 F

,N + 1dz

Propriéta :

-F

abn (F(0) =

f - [x) = f)
xt E

(4 of)m = 1dT(f(x))
= f(x)

(f0(+ ()(m) = p(((xxx)) = f(x)
-

-x
Fonction réciproque :

S f : E -> E bijective .

on note7'" l'application
f

- 7
: F- E . Y= > l'unique E

tel
que faj =y.



o alove fo = Ed E

p
- 1

- = =de -

Exemple . 8 : R + 301 +0
x est

x + 2

y = e" ( x()(n(x) x

In(y)9 :J 0
, +0[()IR

&I Y y = Iny

on CI cup- In on a aur in-sp
Gap = S(x , et)/xt IR]
Gin = 5(y ,my)/yz 30 .023
Si y = 2"alon (4 , by

= fem , Incenyfe", n)

&
dep Aprsgretic.

In

&



Exemple a :

f(x) = 2x + 3

x : IR - IR

Monteins of bijective .

et détaminons f
[VyEIR , Jx tir , y = f(x)]

Soit y &D :I y = f(x)() y = 2x + 3
↑

(=)2x = y - 3

( = y -
I et bijective et 0-3(y) = &y - 3 .

9
%

of = f
-

(((x) = y (2x + 5)
= -(2x + 37-
= x + 1 , T - 52
= R

909" = +(1y) = 1 (* - * )
= 2(k 2) + s = y -



Dém de fof = Ide et fof = The

(9 off(x) = 7
: "

( + ()) : 7
"

(y) = u
= Fof()

pof = f()
"

(y)) = y
1 x

(x) = Fdep 4) -

Si f : E= F dijective .

fonction reciproque : p
- 3
: F E

x = f() = y
= f(x) .

V((y)(EyT)
ft -> t , f()+ 0

panction inverse : *xtE
.

: E = &

x =j

nDepuisr RT +( = x) En
(x) = 03)(u(k)) e



Image directes,
Imageeciproques .

f application =- F P
image directe :

Act
, f(x) =(((())/ke *] .

Finge reciproque25 7 " (B)Sue4/
f(x) +13

↑

p



Fiche nombres complexes .

Rappel : he corped'v who comple C = 53= a xibla , being
avec it= -

1

Soient 3 = a + ib , 35 a + ib', u etr des ubus complasses
et we 2 :

- Addition : a +
ib + a + i) = a + a + ib +

ib

= (a +a+ i(b + b)
- Multiplication : 3x3'

3 x3 = (+ ib)(a + ib) = ac
+
isa + iba

- bb'

=> (aa' - 33') + i(ba+ ab)
partir réelles et imaginaires :

Reg = a Ragi-al
&

-mz = 6 Imz : b'

doncg
: Reg + :Fig y p al pour y'

Conjugue :

3 ax ib5 = a - ibz = a + i) j = a -
ib

(5) = 3 .

Module :

131 = mb ( 1
.
31) 131 = 55 .

Fren:
Forme algebique : 3 = a +

ib
. avec bet C EIR ·

Forme Polaire (Forme Trigonimatique) = 3 = P(los0 + isin0)
P30 ,

EIR
.

P = 131 est la module et o st

angunt de 3 .





P
: Une 2

, (n20) on 12 1

Soit n 2
,

n

nimso
n > 1

m)
,

1

ne j- 0 , 0]u[1 ,
+x[

Parti Vie

9 :

xEIR x)Tetz

x)5 etu(E .

x)25 e 22 <2

2(x)21

25[x\2 done st fausse.

ne peut por itur interio at pendant

quilot reprion a 25 par cart une fat
cissante .



S
-

a) p

Q Pou Pet Q ima A

V i V v +

V F V

PTV 1 I
"
F IF v I T I F I

B

Su

VeT



P : JnE IN
,
APEIN

,
P+>

,

2

7P : UnEIN ,
JPEIN

,
P
+ ng2 .[

YPEI,
on
por n = 2

n + P)
,

2

R+ 432

clat voi Post noie .

Q : UneIR
, Gy Eir ,

x
+ y 21

70 : Jx t IR , YytIR ,
a +y2)

,

1

[
NyEIR ;

22 + y 7, 1
Vai can i"it croisante et st misal

done tout le temps pritif.
↑ p at Non Out fausse . Six = !

12
+ y731



L1 IEE A 217

Images directo et répoque

Application J : E = F et définia par la donnée d'un
élement y EF , unique pour chaque élements de E on

note y= f(x)

D Costa 122
f (1) = a

-a et appelle image de 0 Parf
- oets sontdes antécédente de a par J.

↑ est définie par (E ,
F

, G) ensemble de départ ,
ensemble

d'anipée et le graphe de f
G = [ (0 ,a) ,

H ,a) , (9 , b) 3 /CEXF).
Définition: Image directe

ACE f(A) = (f(x)/xA)

T
(1) : 370) , +(3

= Sa]

FimageTipoque et f (B) : SueE/f(x) - B]

7- (B) : 30 . 23D B = 29 , 23



Remarque : ne pas confonde(B) apecf
+

(y-
-

↓elimente
imagecipophe pou GEP

f (B)CE valate que

- peut ite bigective conf bijective
ou Pas

D
f

-

Sa ,
&
I n'est pas définie

cas d'une finction bijective :

D
1
:

(363) =9339/b) =3

f (a , 33 = 50 . 33 .

Exememple: 19
&

f(x)02m+ 3

3
-

E 7 >

f( - 3) = -
1

1 IR

f (1) = 3 -

y
=

( - 3) = 3 j (3) = 1



f([-1 , 1) 3 .

f
-

(50 , 23) -1 1

1

y ( f(( 3
, 37)7)3x([- 1 , 7] , %(2) :y

y = 2x + 3()2x = y = 1

x = 7 y - 21
y + f([ -

1
, 1])( - 147y- 2.
(f) -7-44

- 35y23
f([ -

2
, 33) = [. 1 , 5]

ye50 , 2] ales y = Can +2 avec

n = 2 j -
· (2x+ 142() - 1))2x31

C - (x24
dan 9.

?(Co ,2]) : [21 *]

proposition : I
, J intapale de IR.

Sit : 5
->J bijective

- continue et strictement crissante.

Vx
, y [ ,

x)x = f(x))f(x)



alo :asb + T
, f((a , b]) = [f() , 9(3)] -

ei <(dEJ ,
abs -

([C , 1])[ () , 118)]

f(x) = m
f(2 -

2
, 27) = [0 .439 (3 , 33)

=> [- 11 -]

p
-([ - 2, 1)) =0



Exercice 2 :

a)
(P) XnEIN

,
EPEIN

,
P'S n Vai

LTP) In EIN ,
UPEN

, PPYn fause

on pa suppres que P St Maie.

Sit NEIN ;

on pose P= n
,
P= na

ce qui implique que Pn =Ju
Ce qui et pare,

b)

(4) 7270 ,
%S > 0 , VJ) E fausse.

(79) 8930 , 7830 , VSE Vane

on suppor que [TP) et race

Sit Eso ;

on a TSE ent die &52

on pose St
E dosse Jat parie



Erice4 :

V
.

= 0 Mary= 2Un + 1

Un =
92

- 1

Initialisation :

poun = 0 4 =
90

-

1

U = 1
.
1 = 0

Heredité :

Un = a"
-

1 Un
-3

= c((" - 1) + 1

Un+
-
2 + 3= 2

=2
+ 3

4x !

Sun+ 1
= 2

-
3

Enice T :

italisation :

G
= 0 2x0 +1 = 1

n=0(b +

2

= 14= 1

&

done ist perific
Adité :



Exercice 7 :

3 = - 2 + 4 : 3 = 2 + 3i

5 = -
2

- 4i Re (3) = C Im (3) =
-4

131 = V = 2

34 S' = Ai

33 : (exhi) (2 + hi) =
- 4 - bix0i - 12

== 4 + 2i - 12

=
-
16 + 2i .

-. . )
13

=
=3 +

14i
13 13

Nice D :

- 3 + 3

131 = o = 3

3

-(3)
B =+i2



#

3 2 T

T T

· A

b) Cost + iwin ()

C)
3 =
3

38 Brj e*

38 = (3x20) :T
Emice 9 :

1) L'mde A = En2
*

= G -
5
,,

3
,
3

,2}
2) B = z n0" = 50,

1
,
2, Y

3) c = En30 , + 02 = 55 ,
2

, E,3
4(AB =51 . 23
+(A uB = 5 -

5
,

-
3

,
0, , 4 ,2)

9) Auc = A on C



C21 prep 2022

Euize1 :

P : n +z
, ni) youn > 2

n2>
,
4 ou n > 2

opne : n = 1 12
,
4 fause o 1) 2 fause

Put fausse

Q : (x , y) ( Ir
, (4) y) et (xxyz (1)

oupie x = 0n-

y=
0 +(341
↓ 41 Kare

100 - 1 = 99xk

100" = 992x1

100nts-
100" x 100

-
1

= (592 + 1) x 100
Vai can 100x992 + 95 = 99 (100k + 3)

Donn cit par



Freuice 3 :

(P) : VPCI
, 59EI ,

P+ 9/2 .

(7P) : JP(z
, fqEIN ,

P+9)2 .

[s Sit ge I ;
on por : p = 2 P +432

2+ 9327PApais
Pat donc fausse

(P) (x ((r*, Jy((r , xy))
(70) Fu FIR*, Vy -IR, y

1
.4

Ost fane

Sit + 1*,
on puey

xxy)1xx31
2) I Mai . Qs-Vant

a

&

PQ Pou P i a et b

Vv V V

V5 V ↑

F # ↑ : I -↑ V V



3 = eiN/3

O3 ; 3 -1 35 32e23 = J

: et = -
1 32= -

1xe

Y

3 = e-é". - 3 = j
-

e = J .

3 = (3) = 1
.

Sh sa+ T

=3 == 1 3

3
68+ 1

= 3
6h +2 &

3 = I Styl,
364 + 3

= - 1
2

36kan- p I 3334951317

332351332
T

34 313323 3

-

I

313g'g3z4
4 = 53 , 3 , 33 , 31 , 32 , 313

et un groupe cyclique
3 x3

33 1
X X

-

344 Y3



Exuice 1 :

INCIRC
↑ ↳ ensembler de tous les noubres

entiers
natuel I ↳ nombre rationale sous la forme
501 1 ,

- - - 3
ave et(4)

entier relatif
5- 71 -2

,
3

.
0

.13



TD01

Exercice 1 :

(a) In EIN ,
UPEIN

, PSw
(Ta) UnEIN ,

JPEIN
, P > m

↳ Soit nEIN;

onpoc4 = mx n + 1) m

P n Vraie due Caffance

(b) Ant IN ,
JPEIN

,
PEm

(7b) Jn-IN ,
EPEIN

, P>w↳ SeintlV ;
mprep = n 1 n 1 Sw

on P= n PSn . Butaie .

n = n
.

148230 , 7870 , 63

(7 55)0 , 88o , 322 fauseI
Sit [J0 :

on prieS Vaie

(d)7370 , 230 / /E
(Ta) * 660 , 5930 , SE Istfame
& 53 0 , 82 82 Vraie · Idat vare
on pose E =-



(2a + s) = ( +

2

Initialistion : pour le rang n = 0 .

2

pownio : (nx,/ = 1 = 1
.

20 150 : (2x0x5) = 1
.

Mais an lango
.

Heredité :

an rang(x). &
E= 0 ->

-
1 + 3 + T+

7
- - - + (4) + (x))

1 + 3+ T + 7 + -m+ (22+)+(2k+2)
n+ 3n 2

= + (n + 1) = ((n + 1) + (mx))

(naz)) =((n+ s)+ 3)

Us = 0

O ③
4n

+ 1
= 2un+ 1

1 2- 1 =31

2 3 Un =
2"-

3 Z
n +- J

&

11 y=
1

-
1 = 0 Un+=

E
---
1

Y &

Una = 2x2
-
1

Un+
1 =24n -7 %

.

Unt3 =ge" -
1

n

J

=C(2 1) +
3

Unas = 2 ↑ Um



2(2" = 1) + 1

exc
. +b =et Unis port a)

3 + 3 + x+ ... + (n -1) = ( +>
u4] n

&1soc(m) =(( + 1) + 3)a



Fiche no 4 :

(a) <(B) = (A)u(((B) .

our raisonna par
double inclusion.

inclusion

Montions que & (An) < (CA) (CB) .

soit ce Ce (AnB) .

xe Ex( (ArB) .

donc Aux B
.

x Et et xkA
ou

xt E et nk B .

done Ne CA ou de C B .

xE(A)u( B) .

-(AvB) = (2 = A)n() b)
= u = et(x + Aet x(B)
( ne et x( AUB

#xtG(u] .



(b) maion . Etip : (A : (CA) ec) ·
Exce 6 :

-) Montrez que (Ay ~Az) vB =(A1uB)1(u2)
( Aj et (A) ou B

= REA
,
ou B et REA

,
ou B

et
1 =x( - A +VB)1(x + AzvB)
xt(A1uB) v(A2VB)

(b) (ak) uB = (BavB)k = 1

Par récrence :

Initialisation : an many IMS&

( ~ Ak) vi = (A , ur)
IT]

(AauB) = By may

telédité : Soit >
,

1 tel que (2) U
= (AUB) .

Cui
(A) vi (Au

k= 1

[An) vB] ~ (AnxsUB)



= ((AUR))e(1n+>uB)

() (A

Energie7 :

(a)(Au (B) +07 A4B.

(7x , x = Ae
+ x = 2 B)+0

(fx , x( A et xtt et x(B)
Si xE Aet B alo

ACBafA ,
REB

A BELAREA
, n B .

#) 5xtA ,E LeB

# A nEB 0

(b) AlB = A () B)A = B

t A et xA(xEBet +A .

AnB = 90]() Bra = 303 .

donc A (= Bo



L1 IEEEA, 2023-2024 Université de Rouen-Normandie
Lundi 2 octobre 2023

Fiche n� 4 - Ensembles et propriétés

Propriétés sur les ensembles (A, B, C, · · · sont des ensembles) :

1. Inclusion : (a) A ⇢ A (b) Si A ⇢ B et B ⇢ C alors A ⇢ C (c) Si A ⇢ B et B ⇢ A alors A = B

2. Intersection et réunion : (a) A \ ; = ; et A [ ; = A (b) A \B ⇢ A et A \B ⇢ B

(c) A ⇢ A [B et B ⇢ A [B (d) (A [B = A) () (B ⇢ A) (e) (A \B = A) () (A ⇢ B)

3. (a) A \B = B \A et A [B = B [A (b) A \ (B \ C) = (A \B) \ C et A [ (B [ C) = (A [B) [ C

(c) A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C) et A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C)

4. Complémentaire. Pour A,B ⇢ E, on a : (a) {E{EA = A (b) (A ⇢ B) () ({EB ⇢ {EA)

(c) {E(A \B) =
�
{EA

�
[
�
{EB

�
(d) {E(A [B) =

�
{EA

�
\
�
{EB

�

Exercice 1. Rappeler les inclusions entre les ensembles N, Z, Q, R, C. Sont-elles strictes ? Justifier.

Exercice 2. On note E = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} l’ensemble des chi↵res. Expliciter les ensembles suivants :

(a) L’ensemble A des chi↵res pairs.

(b) L’ensemble B des chi↵res divisibles par 3.

(c) L’ensemble C chi↵res supérieurs ou égaux à 5.

(d) Les ensembles : A \B, A [B, {EA, {EB, A \B, B \A.

(e) Les ensembles : F = (A [B) \ C et G = (A \ C) [ (B \ C). Vérifier l’égalité.

(f) Les ensembles : H = {E(A \B) et K = {EA [ {EB. Vérifier l’égalité.

Exercice 3. Expliciter les ensembles suivants :

(a) L’ensemble A des nombres réels x tels que x
2
> 36.

(b) L’ensemble B des nombres complexes z tels que Re (z
2
) � 0.

Exercice 4. Soient les parties de R suivantes : A = [1, 5] et B = [2, 7]. Déterminer :

(a) A \B (b) A [B (c) A \B (d) B \A (e) R \A (f) R \B (g) R \ (A \B) (h) R \ (A [B)

Que remarque-t-on ?

Exercice 5. Soit E un ensemble et A, B, C trois parties de E.

(a) Montrer les égalités suivantes :

{E(A \B) = ({EA) [ ({EB) et {E(A [B) = ({EA) \ ({EB).

(b) En déduire :

A \ (B [ C) = (A \B) \ (A \ C) et A \ (B \ C) = (A \B) [ (A \ C).

Exercice 6. Soit E un ensemble, B une partie de E et (An)n�0 une famille de parties de E.

(a) Montrer que : (A1 \A2) [B = (A1 [B) \ (A2 [B).

(b) On définit :
Tn

k=1 Ak = {x 2 E | 8k 2 N \ [1, n], x 2 Ak}. Montrer que pour tout entier n � 1 on a :

 
n\

k=1

Ak

!
[B =

n\

k=1

(Ak [B) .

Exercice 7. Soient E un ensemble et A, B et C des parties de E. Établir les équivalences suivantes :

(a) A \ {EB 6= ; () A 6⇢ B (b) A \B = A () B \A = B (c) A \B = A \ C () A \ {EB = A \ {EC

1



TDOT :

Exercice 1 :

-

+ 30 .
3

,
2

,35n - m
2

Gf =((x , f(x)(Ex E , xGE)

= { (0 . 0) , (5 , 0) , (9 . 5) , B . 3) 3

l'image Parf be 1 stf(1) = 0

l'image par f de 2 et 92) : 1

Antécédent de 1 par fi
-> 2 est un antécendent de 1

Ch'a pas d'autre antécédent par f

Exercice 2 :

f: /N - INm> nd Sijective
1

fe :
Irt - IRt

,
x > x sujective

fz = IR = (R ,
x +( injective

fi : a - 4
, 3 - 3 Bijective

Exce3 :

(a) Bijective 2 Bijective
(B) injective (d) infective
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Fiche n� 5 - Applications
v2023-10-24

Une application f : E ! F , c’est la donnée pour chaque élément x 2 E d’un unique élément y de F noté y = f(x).

• E est l’ensemble de départ, F est l’ensemble d’arrivée.

• x est l’antécédent de y par f et y est l’image de x par f .

• Le graphe de f : E ! F est : Gf =

n�
x, f(x)

�
2 E ⇥ F | x 2 E

o
.

Une application f est injective si pour tout x, x0 2 E avec f(x) = f(x0
) alors x = x0

. C’est à dire :

8x, x0 2 E, (f(x) = f(x0
)) =) (x = x0

)

Une application f est surjective si pour tout y 2 F , il existe x 2 E tel que y = f(x). C’est à dire :

8y 2 F, 9x 2 E
�
y = f(x)

�

Une application f est bijective si pour tout y 2 F , il existe un unique x 2 E tel que y = f(x). C’est à dire :

8y 2 F, 9!x 2 E
�
y = f(x)

�

Proposition : (f bijective) () (f injective et f surjective)

f

a 1

b 2
c 3

E F

Gf = {(a, 1), (b, 2), (c, 2)}
f non inj. car f(b) = f(c)

f non surj. car 3 n’a pas d’antécédent

f injective

a 1

b 2

3
E F

Gf = {(a, 1), (b, 2)}
f non surj.

f surjective

a 1

b 2
c

E F

Gf = {(a, 1), (b, 2), (c, 2)}
f non inj.

f bijective

a 1

b 2
c 3

E F

Gf = {(a, 1), (b, 2), (c, 3)}
f inj. et f surj.

Exercice 1. Soit f : E = {0, 1, 2, 3} ! E = {0, 1, 2, 3} définie par f(n) = (n2 � n)/2. Déterminer le graphe de f .
Quelle est l’image par f de 1 et 2? Quels sont les antécédents par f de 1 et 2, s’ils existent?

La fonction f est elle injective? Surjective? Bijective?

Exercice 2.
Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

f1 : N ! N, n 7! n2 f2 : R+ ! R+, x 7! x2 f3 : R ! R, x 7! x2 f4 : C ! C, z 7! z2

Exercice 3. On considère les applications suivantes E ! F définies par leur graphe. Déterminer si ces fonctions sont

injectives ? surjectives ? bijectives ?

(a) E = {1, 2, 3}, F = {5, 6}, Gf = {(1, 5), (2, 6), (3, 6)} (b) E = {1, 2}, F = {5, 6, 7}, Gf = {(1, 7), (2, 5)}
(c) E = {1, 2, 3}, F = {5, 6, 7}, Gf = {(1, 7), (2, 6), (3, 5)} (d) E = {1, 2, 3}, F = {5, 6, 7}, Gf = {(1, 7), (2, 6), (3, 7)}

Exercice 4. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

Pour x 2 R, la partie entière (inférieure) de x est l’unique n 2 Z tel que n  x < n+ 1. On note n = bxc (= E(x)).

f1 : N ! N, n 7! n+ 1 f2 : Z ! Z, n 7! n+ 1 f3 : Z ! Z, n 7! n2
+ n f4 : N ! N, n 7! bn/2c

Exercice 5. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ? Tracer leur graphe.

g1 : R ! R, x 7! ex g2 : R ! R, x 7! |x| g3 : R ! R, x 7! x3 g4 : R ! R, x 7! x3 � x

Exercice 6. On considère la suite de fonction (fn)n2N définie par récurrence :

• f0 : R+ ! R+
et pour tout x 2 R+

, f0(x) =
p
x

• Pour un entier n 2 N, on suppose que la fonction fn : R+ ! R+
est définie. On pose alors fn+1 la fonction

fn+1 : R+ ! R+
définie pour tout x 2 R+

par : fn+1(x) =
p

1 + fn(x).

Montrer que les fonctions fn sont injectives pour tout n 2 N.

1



Exce2 :

infective :

f IN- IN
,
nen

2

Va , E .

f(xs) = f(x) ·

=> xj = 12 .

Surfective :

fy ( F ,
7xtE

, y = f(x) -

(a) fi IN- IN
,

n - n2 infective

I Cal a on pound 3 out me put par arris
Im came' Egal ad.

Soit ug , nz
E IN

,
tel
que f(ne) = f(2)
n? = n?

Ind = (42)
o hyetn ,

EIN,

donc My = My
On en décrit que fest injective



fa 11
+

= 1r+, x= x)

Sit etr
,
EIRT tel que

fa (k :) To (1) infective can

x
!

2
= x?

xj = Ty

suspective
y = x)

x =v de sujective ·

core bijective car surative et impetit

83 : IR = (R
,
x +x

infective
nist pas infective car

-
2 = 4
on

2 = 4
Suspectives

=-1
pr perisele

bisfie : elle ma list pr com

elle n'ot pr impoire
masiat

sputive



fu : ( + 0
, 3 = 37 .

infective :

3 = 13 - 3i) (-3 . 3i) = 9
+ 9i +

91

-9

3 : (+ 3 + 3.j(b + 2i) = 9 + gi + 4%..

n'st pro infective can 3 am j'ets
Enfantile :

Pr atunced

suyective Can ent 32 =4
Y : Reio' 3 = Reto E2x]

.

#SR[i] .

Synthér:
&

Enpre y :
d'eio

35
e

. Post sergetive

Exercice 3 :

-

1 x xYn'ut par inspective
2x-x 6et suyective -3x

elle est ingeline
(b) A tit jecta



(4) 1 injective , empetive

i bjective -

(S) 1 X X[

infective
X 6Exem& misugectiv
* 7

fg : IN-> IN , n =
4+ 3 .

injective.

21 = ni + 1

nz = n) +
1

n Fnydny + 1 + 12 + 1.

inemire

Sayelive:

n2 = n+ 1
2

nj = nz-
3

nz+250

& nla pas d'antécédent. 12 =
-

1

Un e inf(n) = n + > 21 le paunfectie
⑭IN*



b : 2
=
2

n = n+1

4 + 1 = my

n2 + 3 = m
2

·

n +y = n +7
2 2

mernz infective

supactipes .

f(n) = m

n
+ 1 = m

n = m -
1

Surgective
Bijective .

↳ 22 ne +h

n2+ n = 24

4 + n = h
2

n + my = m+ n 42+ my = na - 4250

(m+ 1) = 4 (na+ s) (4y - ha) ( + n)
ny - ny = 0

n 1 n (3 -m)((+ +2)+ 1) + my -n



(x)+x)= 2n + 1

24x2 = 00)x = 1 -

(2)2 t = - 14
Vx Eir , x2xx)-
Va + 2 ,

n
+ my -4

Fiche T :

Exercice 4 :

fu : IN- IN

n
-> 2n/2)

Tyst infective

(0) = 0

fy(1) =
0

done fr n'st pas injective .

Sujective
Smit yeIN
y admet-il un antécédent ?
Sritz = 2y

fu(x) =/ : hy] = %.

se st un antécédent de y



Longj = (3 + zj =Lyj =y
2

ama sujective

Tu n'stpas bijective .

Exercice I : -
9 ,
/R - IR >

a = ex

infective:Can strictement Goissante
,
ana la fal

n'ademet pas pe de 1 antécédent

xer e

Mnx = (n(ne) .

Supertise :

e =

y

In(y = (n (x)

Exuiset:

&

Vx = (R
, 9 , (30 .

↳
Ir- IR

x - (x)
xSix) = 0

-xxx2 = p 92( 1) = 1 11 = 3

92(b) = 131 =
1
.



Donc Ge n'ot posinective le ref- I n'a pas
d'antécédent

-
( = x3

g'() : 32 > 0 emR
*

Gesticket vissante nou R.

-( ) : 3

Si y) = 0 ;

93(35) =3

9 . ( - (y) = y

9y = IR= IR

~x =
a3-x

23
-
x = 0

x(x -2)(k + 3) = 0

9 (-1) = gn(1) Pas injective ·



donc gun'st pas injective gy et contin Im IR.

Exercice 6 :

to(x) =V

UnEIN , fux(x) = (x)
But Mq UnE IN .

P(n) = frot injective .

On le démontre por récurence .

Initialisation :

P(0) : on monte que to (k) = Ve . Sinjective ·

Suites ,
u

,
E

.
IR

+
tele que :

F=

(Es) ? [ay = 2=
2

bon to it maria
Heredité : Supposons que fuite injective pour un

Certain NE IN .

On peut monter que funy est injective .

Soitz, &IR ,
teLeque tuxs (22) = Tree (2)

= film) = tu) .



a

caré
= 1 + fn(s) = 1 + fu(kz) -

=> fr (x) = fr (22) ·

nj = 72

donc fass et injective doe Phts) It raie



TDo6 :

Exercila 1 :

fog

& (a) = 2x - 1 g((y) = 3y + 2

fog(y) = +(y(y) = 2(3y + 2) - 1

gof(x) : 9 (f(x)) = 3(2x - 3) + 2 .

fog t got
y = f(x)

==y = 2x -
1

y +
1

=> x = -

2

x = g(y)
=> x = 3y + 2
=> y = u g"(x) =2

3

b) f(x) = x g(y) = y + 1

toglys = + (g(3)) = 4 +52 .

90(y) = g(7() = (x +3)



Exenice 2 :

flus fluxe définie par

E fr
= 3

fres : to fu
Montrons que four tout u> = 1

,

fr (1)-
-

, a récurrence :

Initialisation P(1) :

fe(k) : - done P(1) et vaie.
(2 -3)k+ 1

Herchté :

Soit n >= 1 tel queP() at Vence .
On peut montrer

que P (n + 3) it Vaie.

fux (x) = fon (2) · (Par définition) .

fre() = +(fu(x) = (n)
S

2x2x x(2", 2)

fr(x) + 1 (24y +3(34)

& x(
finte(a)-exe

x+ 3

-puis P(uxs) at vaie.

Conclusions : P(n) at VarieUn) = 1
.

Exercice 3 :

f : IR - IR

x = ah A = [1 , 2] ,
B =[1 , 45

/Rappel :



Image directe :

f : -T
,
Ace

+ (A) = (f(x) ,
x A]

=2y(F ,
(x(A , y = f(x)}

Image réproque :

BCF

4
* (B) ={x = E

, f(x) (B}

A = [ 1
,2] ,

B:[1 , 43 .

f(a) = [1 , 4] .
Satk A

(= xt [1 , 2]

1 &252

1 -)x2454
--& f()c[1 , 4]

Soity - [1 , 4]

yst +il dans +(1) ?
4

-

(B)

Situ + f"(i)
y = f(() , veA
d'on [1 ,u] 2 f(1)

( f(x) E B
donc f(1) : [1 , 4].

=y(n)c[1 , 4]

1=1(((()54
f(x) = xh

(5) 1
-

72 44
=

↑SS ou SS -
E

-S(x)SV

(x + [1 , 2]onx + [2 .. 1]

= ac [7 , 2
,

- 2
.. 1]

chf" (B) = [3 . 2] u[ 2
1 3].



Pas bessin de raimner par double inclusion con un a raisinépar equi-

-valence .

- [f"(B)] = T[6 . 2] 0E 2 , 1]] ·

= [ , 4] .

f
=

[ + (1)] : 4 [[s , 2])·

14x744

& ((k))V

neq , 2]u[ - 1
.

- 2] .

+ (tis) = f([3 , 2] v[- Lis])
- nom

= [1 ,4] : [4] Par
bri raismit

= [3 ,4]

4) + (1)= [ , 2..2).

Exile4:

f
*-

3 -y
-

1

N = [3 + 4
, 131 = 13 .

D
*

= 3344 , 0(131933 .



&

->
N

"

111
+

>

Montions que f(4) = N

3EK 3- 5331
(4) : 4

f((3 ( , 131 = 33)

1(532 , 13)
Mutions que f(x) = X

Par double inclusion :

Set s'Ef(N) ,
il site y e N tel que

3 = f(3) :

2
On

,13
dae 3'e N .

Inclusim : f(0) = 0

Sritz'e U

On cherche a prome que 3 E f(x)
CAD Home 3 EN talque 31 = +(3).



3 = 2
3=

varification : (()
Cepe :B =

1

DmzEf(x)
Dore on a la doute inclusion.

cloc : NC ((0). On poeg :f f
N = f(x) · f"(v) = g(u)

= f(u) = u

f
-

() = (3(( *, f(3) - 03 .

8
f

-
: reciproque do f

=y) = f(z) ==
z = 5 = f" (2)

1 : (
*
-

*

3 +3
en effet :

Suit 3 , 132

E
* tels que f(3s) = f(32) ·

on appliquetart
inverse .

3: 32
Dan fet infective



Surfectivité :

Sit j'ec
On chach un antécédentsde 31 3 = +(3) ·

( 3 = f(3) ·

= 31%
=3 =5 (y fo)

on a 3= +(e) donc est enjective.
Doc fat dipative. etVe*, 9 (3) = 5

cam : e-39

amef"(4) = f(x) = 0.

+2D /III
,13133]

a

Montrons la première inclusion : (Par double inclusion :)
Sit : 3ef(D

*

)

in eriske 3e D
*
tel que 31 = f (3).

3 = +(3) 3 = 5
131 isdans ledisq des o [13151

de s 21 don 3't a



* SeitzEA ,

on ventmonter que z Ef (D)
On cherche 3 ED&

,
tel que 31 = + (2).

3 = 3
3=

cot ic que JE DP ,

onaf(3) = 3' il unt a ubes que 3eD
*

131: S Bi 1 de 13171
des

21 DrezED
chze f)D*)

d'on f(D5) : A.

on af
- 3

= f
f = (DT) = f(D) = A



prRevision Algebic CCa : Ensemble + fonctions si

temps
Vendredi : repier aussi composition

applications

Dimanche : composition -applications ,
relations

si temps groupes

Un (printic imprate)

pas en me ve mais quelque ratir
A perfectionen lundi (piotéman)

A fair (en aude prio
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Fiche n� 5 - Applications
v2023-10-24

Une application f : E ! F , c’est la donnée pour chaque élément x 2 E d’un unique élément y de F noté y = f(x).

• E est l’ensemble de départ, F est l’ensemble d’arrivée.

• x est l’antécédent de y par f et y est l’image de x par f .

• Le graphe de f : E ! F est : Gf =

n�
x, f(x)

�
2 E ⇥ F | x 2 E

o
.

Une application f est injective si pour tout x, x0 2 E avec f(x) = f(x0
) alors x = x0

. C’est à dire :

8x, x0 2 E, (f(x) = f(x0
)) =) (x = x0

)

Une application f est surjective si pour tout y 2 F , il existe x 2 E tel que y = f(x). C’est à dire :

8y 2 F, 9x 2 E
�
y = f(x)

�

Une application f est bijective si pour tout y 2 F , il existe un unique x 2 E tel que y = f(x). C’est à dire :

8y 2 F, 9!x 2 E
�
y = f(x)

�

Proposition : (f bijective) () (f injective et f surjective)

f

a 1

b 2
c 3

E F

Gf = {(a, 1), (b, 2), (c, 2)}
f non inj. car f(b) = f(c)

f non surj. car 3 n’a pas d’antécédent

f injective

a 1

b 2

3
E F

Gf = {(a, 1), (b, 2)}
f non surj.

f surjective

a 1

b 2
c

E F

Gf = {(a, 1), (b, 2), (c, 2)}
f non inj.

f bijective

a 1

b 2
c 3

E F

Gf = {(a, 1), (b, 2), (c, 3)}
f inj. et f surj.

Exercice 1. Soit f : E = {0, 1, 2, 3} ! E = {0, 1, 2, 3} définie par f(n) = (n2 � n)/2. Déterminer le graphe de f .
Quelle est l’image par f de 1 et 2? Quels sont les antécédents par f de 1 et 2, s’ils existent?

La fonction f est elle injective? Surjective? Bijective?

Exercice 2.
Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

f1 : N ! N, n 7! n2 f2 : R+ ! R+, x 7! x2 f3 : R ! R, x 7! x2 f4 : C ! C, z 7! z2

Exercice 3. On considère les applications suivantes E ! F définies par leur graphe. Déterminer si ces fonctions sont

injectives ? surjectives ? bijectives ?

(a) E = {1, 2, 3}, F = {5, 6}, Gf = {(1, 5), (2, 6), (3, 6)} (b) E = {1, 2}, F = {5, 6, 7}, Gf = {(1, 7), (2, 5)}
(c) E = {1, 2, 3}, F = {5, 6, 7}, Gf = {(1, 7), (2, 6), (3, 5)} (d) E = {1, 2, 3}, F = {5, 6, 7}, Gf = {(1, 7), (2, 6), (3, 7)}

Exercice 4. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

Pour x 2 R, la partie entière (inférieure) de x est l’unique n 2 Z tel que n  x < n+ 1. On note n = bxc (= E(x)).

f1 : N ! N, n 7! n+ 1 f2 : Z ! Z, n 7! n+ 1 f3 : Z ! Z, n 7! n2
+ n f4 : N ! N, n 7! bn/2c

Exercice 5. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ? Tracer leur graphe.

g1 : R ! R, x 7! ex g2 : R ! R, x 7! |x| g3 : R ! R, x 7! x3 g4 : R ! R, x 7! x3 � x

Exercice 6. On considère la suite de fonction (fn)n2N définie par récurrence :

• f0 : R+ ! R+
et pour tout x 2 R+

, f0(x) =
p
x

• Pour un entier n 2 N, on suppose que la fonction fn : R+ ! R+
est définie. On pose alors fn+1 la fonction

fn+1 : R+ ! R+
définie pour tout x 2 R+

par : fn+1(x) =
p

1 + fn(x).

Montrer que les fonctions fn sont injectives pour tout n 2 N.

1



auce3 :

injections au plus un antécédent

f : IN IN sujection au moins un autécedent

bijetim un unique antécédent
n - n'

injection :
- -

Soit 2 etze E IN
;

1 2

on suppre que : fe (E) = fr (22)
docu? = u(x = x

-

Alus : T .
(2 .3 = facku) done x= 2 Als infective.

Sujetim :

1 : IN
Sit ye IN,

on pose y = 22

x= v . dre surjective .

bijection : n'ut pas bijective Car elle n'st pas a la fois sujective
et infective ,

elle et geste injective .

12 :R
infecti :
Sit et E IR";

on suppose que fe (*) : fz (mz) ,
x? =u( x,

= m

Abon on a motre que fr (4)= fe (2)>1
= 1

,
dire infective
Con dans IR+

Sujem :

Sit
y e Irt ;

on pri y : 22

2 = V J can dans IR+ Don' oui bijective



& jective : Elle et biptive can a la frie injective et surjective .

--
iyem :

Sut E IR,

onsuppre que f(x) = 9

U =
- 3 ou 3 plus de 1 antécédent done n'etpas

infective

sugetig :

&

sit yeli négatif Pas datecebat a reform
inpoe y : x

2 = Vyon -o car dans 12 doe sujective

bijective : n'ot pas bijective Can elle n'st pas a la fois sujective-

et infective , elle est uniquement surjective

h:4 .
incué : (Sachant que : IRP () exemple Ist inclas dans

&

Sont 2 = - 3 et n= 3 ;

on a se= 9 , 2 = 9 dure 9 admet plus de 2 auticédants.

Donc pas injective .

bijdm :

Sit y e D ;

on pas y = x2 ques donte denis d'explications.
x

= 5y ou - Vy
3

, On cherche 2 a
2 TO

Y
= rett Vy = z , z= re

y =3 Es reid = reliziSurren)



E
r=

OE
z =
Ne

Exercice 1 : f : E = 30 ,
7

,
2

, 33 - 550.
1

,
2

, 33
f(n) = (vi -n)/2

Gy = 50 : 03 , 51 : 07 , 52 : 17 , 53 : 33}

l'image de 1 et 2

f(3) = 0

&(2) : 1

antecentde 1: 2
anticedt 2 = antecouturiste pas

Pas infertise , pas unjective .



ce5 :

(a)MqAcB = f(A)Cf(B)
fE
-
Fy f(t)cf(B).

Supposons que Ac B

Suit ye +(1) (= Jx = A tel que y= f(x)
Or ACB

,
et A

done KEB

puisque y = f(x) et 2 + B
,

on i

ye f(B)
Dac fra) c p(B) .

b) M,>De f (c) c +- P (D) .

Suppor que CED

Soit xef
- :
(c)

Definition de f-1(c)
f

" () =Gre , f(x)e2}
Alors f(x) ec

On
,
Y <D don f(x) ED
kncxe f- D)

Inf- 3(c) <f
-

(P)

1) f(t B) < f(A) -f(B)
exemple :

Soity Ef(Ani)
9) essiste 1 e Ani tel que y

= f (2) .

x + A 1 B done E A



Or
, y = f(x) ducy (f(x) , x + ArB de REB

dr y f(B).
dn

y
= f(A) nf(B)

donc +(ArB) < f(x) - f(B)

prenons : f(x)= 1
A = E6 . 6]
B = 563

e f (cup) = f
+

s(c) vf (D) .

x = f
-

s)[VD)
7 f(x) c CuD

= f(x) <c on f(x) <D .

=> xt f
-

(c) onu(f
-(P)

= nt y () vf (D) -

9) x + c
, /D.

f(x) = c
, +(n)/D

f(x) = CD f(x) c et f(x)(D
x + f

-

3(c)(k
-
"

(D) .



TD 07 :

Exercice 1 :

X = [1 ,
2

,
3

, 43
a) R = G (1 , 1) ,

(1
. 2) , (2 , 1) , (2 , 2) , ( , 4) / ( , 4)

(4 , 2) , (4 .3) . (4 . 4) 3.

Reflexipté: definition :

Nx(X
,
XRX

Cette relation st elle effective non can (5 .1)
(2 ,2) v
(mais 3 nit par

enrekt ave 3
.)

Symétrique Defintim :
Vx

,yex 2,

(XRy et y RX) (asla relati It syntique supe :

ci (3 , 1) , (3 ,3)xRy =yRX
Anticymetric Definitio :

(as 1 R2 et 2 RJ mais+2
Vk

, yeXz, R pas antizyntrique .

XRyet yRx)k =y

Transisté :

Vx
, y ,37 X3

xRyetyRz = Ry(a) (1R2) et [RU)
(14)

pas transitive .



=>
de re co e

* reflexipité : Diagonale remplie .

# Symetique : Sitate eyutiques diagonale la
relativ Syntrique

&
17e

*
3

Exercice 2 :

Soit e l'ensemble des doits du plan. R parallélisme
Raflessisté :

*DEE
,
DIlD .

R st reflexive.
Symetrique : Oui

XP , Dee , Si Dell Da Dall De

Transitipité :

Si D
. /14 z et D ,

Il Dz
abs D

,
Il D3

Rst transitive



-> R et une relation d'equivalence .

Outrogonalité : R

DAD DEE

R'par reflective

Syntrie :

- + Dy 1 Dz+ De

Anticynetic : pas antimpufrique .

pastrametif can o De + D
,
et D

- D
D

,
11 Dz mas DrND,

Exercice 3 :

f( ,y)(XXI
x Ry ()(k -y st mult de 3)

Las Ma R etun relation d'equivalence
m

/ I transitive
refective syntique

IR T

⑪ 11 po a = u

Vai x- x = 0

Synotrique : de o mutip de
&

xky et y mx

x
- y = 3k

-

= +y = -3k] dire Synt · con multipe de
3

trative
,

:

RY e yaz = AR]



xy +y - 3 = x -3

Dan : Sit
,y ,3E tel que : 2 Ryety R3

JK ,
k'EI

,
+l que

=> R3
x -y = 3k

x
- 3 = 3k + 34)

y - 3 =
3k

-3(k + k))
ore(k + 16
Dme XR 3 relativ transitive.

-> Rest une relation d'équivalence .

(b) 29 (0) [32 , keX3
en effet , sit se e Z

x +(0)) xRo
# x -

0 = 3k

x = 3k
.

kt2

2e(1) = 32 + 1 = 23h + 1 ,
hE2%.

carx
- 1 =
3k

k = 3h +1

ce(2) = 33k + 2
, ke2]

C(13) = cfL0)

ECe(0) , cess ,
19 (2) Get un partir

de
2 = el(0) ucl(b) v(((2) ·

2/z = 50 ,
i

, 23 st un groupe cyclique
0 + 1 = 12 + i =02+ 2 = i



j

2 i

Exercice4 :

( ,y)R(a , b)

(5) x2
+ ya = a + 32

Reflexive ↑ 2(x , y)+ VR

x2 y = x + y
2

2 (

x + y) -
x

+ y
= 0

⑫ ,y) et en retat que limême
2

Syemetique : 37(4 . 4) , (a , b) EIR

(x ,yjR(a , b)

(a ,b) R(x ,y)
x +y = a + b

al +b) = x + y
2

dre (a,b) R (x ,y
trativité :

Sit (x , y) , (i) , ( , d) EIR

x
+ yz = ah + b)

a
+ bi = c+

renty" = < + 4) par transitiré de Migdot'
donc (2 . y) R(C ,d)
-> Relation d'équivalence .



Applications : (infectivite , surjectivité
E= T

bijectivité) .

une application fast infective si Vac
,
s'EE, apec

↑ (x) = f(x) alrs r = r ' c'n

à dire fx
,
reE(((x) = f(x))= ( = x)

une application est surjectio si VyEF ,
7xte

tel que y = f(x) c'it a die :

Xy(F ,
Jx(E

, y= f(x)
Une application et bijective si elle et a la fis
infective et bijective :

VyfF! xtt , y = f(x) .

To:

Exenice 1:

= 30 .
1

,
2

,33- E50 .
1
. 12 , 33

f (n) = (n2n)/2 .

Gl = 390 , 03 , 97 . 03 , 44 , 17,33 , 333
Image de 1

,
2 : +(1) = 0

, +(2) = 1

antecedent de 1 et2 : antécédent de 1 : 2
antécédentde 2 : Pas

injective : 0 a e antécondents dane pas infective
enjective : 2 n'a pas l'antécédentkoe pas surjedite
bigertive : Pas bijestige .

Exercice 2:

fo IN- IN

n = nz

Injecti :

Soit x , IN ;
on suppre que f(x) = f(x) = 2 = b2

don la finction et infective



Sujet :

VyEIN ,
Jx EIN

, y
= f(x)

y = x2

n'ot
pas surjective

prom le contrario can f(x) = 2 = Usage
JyEIN ,

YREIN
, yFa EIN

Vrai on por y - s

2

- #? Donc pas sorective
bijetim non .

IR+
- IRt injection :

-

x -x
2 Vx

,
n Cirt

, f(x) = f(x)
x2 = x-x =a

Dun elle est infective

simplem :

Yy(IRt ,
7ktirt

, y = f(x)
y = ah

st sojective 2 =Vou -
&

dans

Injectio : elle l'ast . IRt
IR

IR - IR
x

- xh

injection :

--

Vr
,
x'EIR , f(x) = f(x) 22 : 2

x = x
Ce n'st pas nou

car

22 = 4 2= - 2 ou 1 plus de bautésdat

de pas injective .

Injetim :

YyE IR ,
Jx EIR

,y = f(x)=> y= wi



Sit yEIR ;

on pose se = ryon .V Vai dans ite

du surjective
Sjeake : not pas bigatio

f : 2 - 2
a = 2n

infection : a
S
- Yu

,
x

, f(x) = f(x) = 2"= 2

x = x

Vandne infective

Enjectiv :

Ye 2 ,
bre2

, y
= f(x)
y = 24

SatYe2 :

in pa = - 1

2
= 0

.
5 fam pas suptive.

bisactive : parbiptin

g :R*
IR
3

-

>

injecting :

Yx, t(m*, f(x) = 7(n)=
Vrai elle et infective

Suzelt:
fy + (R*, 7x +12

, y = f(x)
y=

Daiangediv
Abr bjetige



ING4Q4IR44

⑰ -19
fet affine

mentateu
*Vire'

· f(x) :Tu -Ruxy:Ruxy
x = x

# infective

peting
Yy + 19 ,

2x+ 0 , y = f(x)
y = 2x+ 3

25 Vai u: CIP

bijke : on

en
- 1 +
x



TD 08 (partitions relations d'equi
relatio d'nde) .

Exce 1 :

1) Mq(ViejAi) &B = Viel (Ai uB)
Stre E j

KE(YejAi) B

FieF
,
REA

;
d' REB

#) Fitl ,
ne AilB

.

↳ Vie ,( bi nB)

2
↳ (Vieffi) nB = Mief (Ai (B)

iet , Retoureben Bon

26 AirB
# VIEI ,

E A
,
r B -

Ext lit (A ; uB)

Exercice 3 :

(a) R ,
A

,
T

7 Refestive : X RY

(h , p) R( ,Py (mounonetps)
Dans elle st refemire .

(n = net p- p)



AitycymeArque :

Vx
,y(E , XRyetyRx =) n = y

f ( . p) ,(i pi) EEY , [n ,pR(nip) M

(rip)R(n , p)= (x , p) =( ,p)

n(n) on n = n' et p(p&
I

n\n on n' = n et p'Sp'-

n = net P(p

Transitive :
S

-

xRy , yRz()4R3

⑭n'oulnen'etpSpi)dion
(n' = a et Pb)

⑮Sa
n =
n'

= a PPYb
n = aet Pyb

~a on (n = a et P(b)
①me tanitive

Dans At une valatin d'undre etimides
o totale



25y on

y a

tokal

(0 . 0+ (0 , 7) - (10) + ( , 4)
b

(2)
(2 , 1)



TD 09 : Relation d'ache et

Exercice t :

élem remarquables .

a) Dans (IR ,)
A = [2 + [

Bonne inferience : 2 etunmat

plu grands des ministant. con UREA
, 24k

par l'absurde sit m un minitat de A ave

m)2
L'ut assude can 2e A et m A

minim= 2

Brie Supérience : 15

plus petit des magnants
tout les elem de A T Vai

T = sup1
mar A n'viste pas.

B = [2 , + 05.

Supb : + y on n'mosté pas

inf 3 : 2

min : Z

may
bi n'unité pas



c : J2 , + b)

expc : n'mot pas

inc : 2

minC : n'emote pas
mas : nuriste pas

D = Synem]
*mand 1

# SuD 1

* min
D : n'ssisté pas

* infD : 0

b) DamIN

A = [2 , +[ B : (2 , + 0[
min B =

2

min As 2 mar = shoe pas
infA = 2

manA = y
c : 2

, + +[
inp1 = 4 mine3

macc : nicte pas
Sup ./



Said es:

T : IR- IR A = [2 .
4]

x= (x) B : [ -

1
, 35

f(a) : 2 X(21x4

+ (1) : [2 : 4]

↑
"

(B) = - 1
,/12/3 pas possible

Car une jaleur aberluz et protive
do 01213
o(a < 3

f"(B) = [0 :3]

1 : IRTIR A [1 , e]
x1- (n(x) B = Liso ,

no [
f(A) :

1e
In (f, In(n) <(u(2)
0

.[In(a)
·(f) 1 + () : [011]

-(B) :

Kluculs toetYeo



2 Raisonmements selo Leni :

soit die que
- tend perso
200

et dre
400

-
2 = 1e

et Die

tine que f
"B

= [1 , 210]
ma

pas You

Mais d'autre part: gardant no1 ,
0 .. --

etem pers rigoureux de dire :

T
+

(B) = [eG00, et ) .

g: IN A
= 5 -

2
,
3

,
0

.

1
, 23

n +> n2 n
- 1

B = 53 . 43

f(A) :

f( 2) = (2) + 2 -
3 : 4 + 2 -

1 : 5

& ( - 3) = (1) 2+A-/2 : 1

↑ (0) = 02.0
- 1 = -

1

+ (1) =
12

- 1 - 3 = 1
-

25 - 1

f (2) = 2)
.

2
-
1 = 4- 3 : 3

f(A) : 25j 17( - 1/ IN

f"(B) = ni - n - 1 = 3

n2 n
- 1 = 4



n' n - 2 = 3 1 n -
1 = 4

u2 .n
- 4 = 0 n2 n

-
T= 0

A = b
2

yac D =b2, ac
n = (y2 - ux(3x -)

A= (3)3u(4x -4)
= 16 +

1 = 17
I A = 1 + 20

A = 21

1) o 2 solutions 2637

u

-
= 2Ver

2 a 2

= Am
2&...i ↓-EIN-

k
. 2

=
-

2S
EIN Die f(B) n'vis pas

IR - IR

R -> In(1 + 43)
infectio :

Yu
,
vi

· f(n) : f(u) => v = u

< pour 252
In (++ n)) = ((ny+xy=) 1+22 = 1 + 2

12*
-

2

x= -2 => n 2 = n'z

f(m) = f(mm)= x1 = - xz
2

+ -122 - 1=,
Done pas infective

Injecti :



* y (IR ,
yxt1R

, y
= f(x)

2 et sont la même image qui In (5)
(n(1+ 27)

↑

In (sta2) no peut pas etre négative
elle n'st done pas mujective

C la conclusion part ste amctinie).



109 = 3(2x+3) + 7

+s

x Ry(=) x2 -y) (n - 29

XRX

XRXE) x2. ut = 2x - 2i

uxx-Xya
0 = 0 Tie

XRy => YRX

2
-

y 2 = 2x- zy = y2 22 = zy - La

-

:ya ·si
Tréboque (c ,d)

XRy , yRzuR3
L

x
-y

2
= 2x

- 2y-

t et

y 2 - c = zy -
24

u2Xixy/ - 2 = 22 -Xy+/Ly + D
m

.

c = im + autre



29 (0) /

clios Ry = 0
2

y2 = 2x0 - 2xy
=

- y' =
- 2y

ya =
2

y

y? 2y = 0

ce20) = 20 ; 27 .

cl(1 = 517 .

12
-

y
2

= 2
- 2y

- yz = 1
- 2y

- y + zy - 1 = 0

y z - zy +
1 = 0

E



effeive :

(X , 3) R(k , y)
x2 + y" Xay" et mSx

reflexive .

antimpatiq : ( ,y R(a) et (a , b) R(m ,y)15(21):
(a , b)

x y2 (a2+ 32 et n4a
e

a 2 + b /my
2 et a

,
7b

Ca vent dice que

Si xxysaib2 et attbut ya
Als

r2 +y2 = ah + 32 Dore auticyrtisp

XRy , YRzE)zR3
22+y2 (al +

b" et 24 a

alqb2x33" et a

~[ B et 249 . tranatire .

Relativ d'ade.



Exte4:

f (c) (f- 3(D)

Jx(c)

f
-

3((D)
= x = n)D

=ut cetuD
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Sujet de préparation au CC n� 2 (v2)

UE Logique et structures algébriques

Exercice 1. Soient a et b deux réels, a 6= 0, et f : R ! R définie par f(x) = ax+ b. Montrer

que f est une bijection et donner sa fonction réciproque f�1
.

Exercice 2. On considère les fonctions réelles : f(x) = 2x+ 1 et g(x) = x2
+ 3.

Déterminer explicitement (f � g)(x) :

Exercice 3. Soit f : R⇤ ! R définie f(x) = 1
x2 .

(a) Déterminer f([1, 2]).

(b) Déterminer f�1
([�1, 1]).

Exercice 4. Soient E et F deux ensembles, f : E ! F une application et C,D ⇢ F .

(a) Démontrer : f�1
(C \D) ⇢ f�1

(C) \ f�1
(D).

(b) Démontrer : f�1
(C) \ f�1

(D) ⇢ f�1
(C \D).

1

injection : Ja,, an + b : an't b

SmpHiniVytIR , JuEIR
, y=auth auxAn - Un

n= ) elle stunjective Dona infective
a

A la lis infective et anga due Bijective

fog(u) = +(g(n) = 2 (g(n)) + 1

= 2(u+ 3) + 1 = 2x27

1 x
,2 f() =[1]
& 1

% : Jo ; 19
= -

22 v = 37 pas dans 12 dej0 : 0]
pas put wh

1
+

(c)= +() + ce+

y(z)(D)4- (x)"( et + "(D) =*et upt S (P)



Exercice 5. Soit R la relation binaire définie sur E = N⇥ N pour (p, q) et (p0, q0) 2 E :

�
(p, q)R (p0, q0)

�
()

�
p+ q = p0 + q0

�

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est symétrique :

(c) Montrer que R est transitive.

(d) Que peut on en conclure sur R?

(e) Pour n 2 N, on pose An = c`((n, 0)) la classe d’équivalence contenant (n, 0) :

An =
�
(p, q) 2 E

�� �(p, q)R (n, 0)
 
.

Expliciter les classes d’équivalence A0, A1 et A2.

(f) Soient n,m 2 N. Montrer que n 6= m implique An \ Am = ;.

(g) Montrer que [n�0An = E. Que peut on dire sur la famille (An)n�0?

2

*Rx(P, q)R(P , 9)
#P+g Don reflexive

XRy(> yRx
(P + q = p + q) -( +q) = (P + 9)

Symetrique
XRy , yRg() 2 Ry

P+ q = P + q'et p + q = a + b)p+ 9 = a + b

Avansitive

c' me relation d'equivalence

ce (0 . 0) = 32-1 . 9)]
P + q o

4 =- 7

An
,
meiN

, n +m( An Ar = 0



Exercice 6. Si z 2 C et z 6= 0, on écrit de façon unique z = r ei✓ avec 0 < r, et 0  ✓ < 2⇡, et
pour z = 0, on pose r = ✓ = 0 (donc 0 = 0ei⇥0

). On considère alors la relation définie sur C:

rei✓  r0ei✓
0 () [(r < r0) ou (r = r0 et ✓  ✓0)] .

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est anti-symétrique :

(c) Montrer que R est transitive. Que peut on en conclure?

Exercice 7. (a) Dans (R,), déterminer la borne supérieure et le plus grand élément, lorsqu’ils

existent, du sous-ensemble : A = {x 2 R | x2 < 3}.

(b) Dans (Z⇤,), déterminer la borne inférieure et le plus petit élément, lorsqu’ils existent, du

sous-ensemble : B =

n
n 2 Z

��� 2n+ 9 � 0

o
.

3

[xy



Exercice 8. On considère dans R+
le loi de composition interne : x ⇤ y =

p
x2 + y2.

(a) Est ce que la loi ⇤ est commutative (8x, y 2 R+, x ⇤ y = y ⇤ x?)

(b) Calculer explicitement en simplifiant pour x, y, z 2 R+
:

A = (x ⇤ y) ⇤ z =

B = x ⇤ (y ⇤ z) =

(c) Est ce que la loi ⇤ est associative?

(d) Elément neutre : Montrer qu’il existe un élément e 2 R+
tel que : 8x 2 R+, x⇤e = e⇤x = x.

(e) Quels sont les éléments x de R+
qui admettent une élément symétrique? (c’est à dire

il existe x0 2 R+ x ⇤ x0
= x0 ⇤ x = e)

Exercice 9. (a) On rappelle que (C⇤,⇥) est un groupe commutatif. Montrer que l’application

f(z) = z4 définit un morphisme de C⇤ 7! C⇤
:

8z, z0 2 C⇤, f(z ⇥ z0) = f(z)⇥ f(z0).

(b)
1
Expliciter l’ensemble f�1

({1}).

1
On pourra utiliser : Pour k 2 Z il existe un unique (q, r) 2 Z2

tel que k = 4q + r et r 2 {0, 1, 2, 3}.

4

Je Dris serieusement Vainca



nice1 :

inferti : Ju
,
n'e IR

, f(s) = f(u),
=> x = x

an+ b = an + b
-

x = 2

Sujeti : Vye IR ,
52 + IR

, cy = fles)

y = an+ 3

ht yeir ,

in Pur = Syb
a

n =
(cir(a + 0)

9

Da sugatir de bipertise

#. i
Emile :

IR
= 1

->

fer) -

y
n2 =

y
x = vy on u = - ry

plus d'unicite de la formale .

((xi + 3) + 3 = 22 +7

52 Estim?

-



e(a) : [5 , 1]
IRF + (1)

1 *-j-Ex : 1][ f(u) : [ < , 1]

1 () -
+

relotat par defint en 12 stek-an

↑
* ale

[Def relatio aquidance J.



Exercice 1:

2metholes f :
1r

=> IR

pompromet
bjection : u + an+ 3 I

2ème :

1 ein 2

Injection : Yx ,
n' - 12

, f(n) = f(n) fyEIR , J1ut IR , y
= an +b

&
Ex = 2

Soit(2 , se)t Ich"
Soit ye IR ;

an +b = an + b
on a : y = an + b,

il suffit de trouve a

diai : x = 2 I25 y=b

This elle et infective 9

Sujection : VytIR ,Jut IR

y = f(x)
=y = ax +-

b

Sat ye Im,

on a n = 3=buEIR
4

Done Alms Injective dise IBijective

7 (y) :

3

a

Exemez:

foghy f(g(n) = a(u' + 3) + 1 = 24246 + i

Tog(a)= 2x2 + 7

:

f : R
*

- 12

n + m



scallf[t , 2]) : 1<x Six E [1, 2] ,

f(x)e [t , 1]
f 891 ,2]c[t ,1]

=> 1 égalit par leTVI.

+ ([1 . (3) : [G . 1]

B)
f

-

([ -
1

, 1]) :

& - Der 7 ([7 . 73) :
- [1 : 0[v[ ; +y4

·( 1
, 14x11 x

2
-170

n27, 1 -Su4
(x-1)(x+1)),0

R1 -1 oux)

Exercice4 :

asf ((D) < y (p)(
k+ f

- 1

p(x)En+ f
-

" () uty
"

(

=> n+ f
+ ())4" (D)

(3) f " (p(y
+

(cf
>

(\D)

x + 1 ()i- u(y (x) ( u + t" (D)



nice5 :

as Montrez que R 27 reflexive :

V( , 21/E /N2 (2 , i R (2 , i)

(P, q)R(4 ,9)(p+ q = P+ q)
Done elle st refesse .

b By A symétrique:
Yu

,yeir, XRy => y Rx

(P,q)R(Pi9) > (Piq) R(P19)
4+ 9 = p+qpx q =

p+ 9

d one elle et symétrique .

4)deelleest transitive
Ya

,y ,gen, XRy , yR37)8R3
su P. 9) , (P

/

9 , (9 , b) G IM .

P+ q = p+get P+q =
a +3()p+ q = a + b

Das transitipe

DJ Candusimi
R étant reflexive , symétrique et transitive elle
st de une clatin d'equipaleme



e)
Ao &(P , 9) em(P ,9) & (0 . 0) 3

P + q = 0

toS(0 ,0)}
An {( , 9) e inz/(p , a) R(1 ,0)}

P+ 9 = 1

A
, 3 (3 , 0)3

+23 (2 , 0) 3.

1)
P+ q =

n p = - q + 4

p = - q +m

p + q = m

An = G( - 1 + n
, 9)3

Am = S(-1 + m
, 9)]

n = m =) An 1Am = 0

AnnAm : (fqp)]-3( - q+ m
, p)]

= p + q= net p+ q = m

= m = m Da faut ales par contraprés



& par que neme) An 1Am +0

9) ?

(An) usa
Ao (0 , 0)
As (1 , 0
A (2 ,%
-s (3 , 0)
Ay (40)

Exice 6 :

Pratiquement in principe que esso de Ti

pas besin de faire .



Emae7 .
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, (x223}
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55
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Famice X :

-

B = (ne2)2n + 9303

n
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le plus petit elect - 4

la bie inférieur- 4
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myz-nentn
b)
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An B
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D) Je ,
Xu

,
e =e : k

et 0 can =Nota= = n(cIRT)
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TDo 9 :

Exce3 :

D
3

ir1z
-11
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Vn
, ex , 1/2 .

max : n'uriste pas.

Me mamma Sei VueA
,
IM

infA = 1

SupA = M = 12 x 11x +X3x2x7 = 2772
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Tr:

exe =
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&
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C
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4) E = SYF] , VetF)E( oni

VonF] v

2) P(C)
Vetv
↑et

Sat A
, B den son enetle de E

Atm AUB C ET
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oni : Vue AUB

non t B dnxEE
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UE Logique et structures algébriques

Exercice 1. Soient a et b deux réels, a 6= 0, et f : R ! R définie par f(x) = ax+ b. Montrer

que f est une bijection et donner sa fonction réciproque f�1
.

Exercice 2. On considère les fonctions réelles : f(x) = 2x+ 1 et g(x) = x2
+ 3.

Déterminer explicitement (f � g)(x) :

Exercice 3. Soit f : R⇤ ! R définie f(x) = 1
x2 .

(a) Déterminer f([1, 2]).

(b) Déterminer f�1
([�1, 1]).

Exercice 4. Soient E et F deux ensembles, f : E ! F une application et C,D ⇢ F .

(a) Démontrer : f�1
(C \D) ⇢ f�1

(C) \ f�1
(D).

(b) Démontrer : f�1
(C) \ f�1

(D) ⇢ f�1
(C \D).

1

Injectim : Vr
, n'eRf(x) = f(x)()x = 2

f(x) +(2)
Sit 2

,
n'fIR; an + b = au + b) >x = x' Done injective

on a :

Smyctin : PyCIR ,
SuG1R , y

= f(x) >y = an +bn =4

10g(x) : f(g(x) = 2(22+3)+ 1 = 2x+

+ 6 + 1 = 2n7+7

n221 x24 1
-1 >1

f : IR*
- IR 12/2 -[5

-

-X -E Evaz
e

+ ([ 1
, 2]) : <ti1] - 1

·110)1tit 1 1702%
f

"

(l - 1
, 5]) 3 - 0 i -

+j v [s ,
++[

fYB) = (x + f
, (() + B]E-

fo ((D) = Su(E , f(x) c (D]
2(

,
x = f3n , u + y -3petu(G

n +fj)"+20) =3 y() + ch1 +
()= 3(() + e]

2 + y - ())y' (D)( x ++2 duf)
-

())

Ex + f
-3(\D)



Exercice 5. Soit R la relation binaire définie sur E = N⇥ N pour (p, q) et (p0, q0) 2 E :

�
(p, q)R (p0, q0)

�
()

�
p+ q = p0 + q0

�

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est symétrique :

(c) Montrer que R est transitive.

(d) Que peut on en conclure sur R?

(e) Pour n 2 N, on pose An = c`((n, 0)) la classe d’équivalence contenant (n, 0) :

An =
�
(p, q) 2 E

�� �(p, q)R (n, 0)
 
.

Expliciter les classes d’équivalence A0, A1 et A2.

(f) Soient n,m 2 N. Montrer que n 6= m implique An \ Am = ;.

(g) Montrer que [n�0An = E. Que peut on dire sur la famille (An)n�0?

2

Y(p , q) - i)(P, /R(P , 9)Sait(D
, /tIN &

<P, a) R(p , 1) () ** 19 :**1000
Vari

Vx
, y + IN

, (Ryz=-yRx
Snt(P .9) , (P , g) - IN;

on a : (P . 9) R(Piq) (f(PigYR(P , 9) P+ 9
: p+9P :

Umi
P+9

Vx
, y , y , xRy ,yRzaR

P+ q = p+ q et p+ q) = a + 31= Px9 = a +b

estune relation d'équivalence

P + q
= 0

Ao = &(P19) 14 + 90GE3(0 , 0) I can damin

A
.. ((0 , 4) , (1 ,%3 And10 . 2 ,12 1 09

P+ q = n + 0 p+ gem + o

P + g: nom due n = m Ah Anc Am#
am sin + m(=> An 1Am = 0



Exercice 6. Si z 2 C et z 6= 0, on écrit de façon unique z = r ei✓ avec 0 < r, et 0  ✓ < 2⇡, et
pour z = 0, on pose r = ✓ = 0 (donc 0 = 0ei⇥0

). On considère alors la relation définie sur C:

rei✓  r0ei✓
0 () [(r < r0) ou (r = r0 et ✓  ✓0)] .

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est anti-symétrique :

(c) Montrer que R est transitive. Que peut on en conclure?

Exercice 7. (a) Dans (R,), déterminer la borne supérieure et le plus grand élément, lorsqu’ils

existent, du sous-ensemble : A = {x 2 R | x2 < 3}.

(b) Dans (Z⇤,), déterminer la borne inférieure et le plus petit élément, lorsqu’ils existent, du

sous-ensemble : B =

n
n 2 Z

��� 2n+ 9 � 0

o
.

3

-(2
Bone sup : ⑮

le plusgelents : n'ente per

ny -

Bone Sup
= - 4

plus petitde : -4



Exercice 8. On considère dans R+
le loi de composition interne : x ⇤ y =

p
x2 + y2.

(a) Est ce que la loi ⇤ est commutative (8x, y 2 R+, x ⇤ y = y ⇤ x?)

(b) Calculer explicitement en simplifiant pour x, y, z 2 R+
:

A = (x ⇤ y) ⇤ z =

B = x ⇤ (y ⇤ z) =

(c) Est ce que la loi ⇤ est associative?

(d) Elément neutre : Montrer qu’il existe un élément e 2 R+
tel que : 8x 2 R+, x⇤e = e⇤x = x.

(e) Quels sont les éléments x de R+
qui admettent une élément symétrique? (c’est à dire

il existe x0 2 R+ x ⇤ x0
= x0 ⇤ x = e)

Exercice 9. (a) On rappelle que (C⇤,⇥) est un groupe commutatif. Montrer que l’application

f(z) = z4 définit un morphisme de C⇤ 7! C⇤
:

8z, z0 2 C⇤, f(z ⇥ z0) = f(z)⇥ f(z0).

(b)
1
Expliciter l’ensemble f�1

({1}).

1
On pourra utiliser : Pour k 2 Z il existe un unique (q, r) 2 Z2

tel que k = 4q + r et r 2 {0, 1, 2, 3}.

4

:Sur
I &3

·InTiz:s

oui

O

f(3x3) = 34x37 + (5) x g(3) =

32xgu = f(3x3)
i2 = -1(i2) =(1)x(3) = 1

-
i

(i) + : 3 -
1 (7,(4) = 1 (t c - 3)



a Ry (sn2 yz = 2x - 2y

reffescipté : Vu El, Rx

↑ ai = 2x - 2x

0 = 0

Symetrique :

Vx
,ytl , zRy() YRx

m2
- y

2
: (m

- LyE) y
? x) = Cy - 2x

--a
- 2y+ - y)- 2x

&
22 - 2y = x

, y
transitivité :

Un
, y , 5 xy , yzE)eR

22 y2 : 2 - 2y y2 - 32 : 2y - 23

22/ +/j - 32 : 24 y +yy - 23
22 32 : 22. 2z.

ce (0) = [403:32}}
XRo = 22 0 = 24

u = 2x Conse= 2

22 2x = 0 x(tz - 2) 50



cl() XRo

x3 1 = 2x -
2

x2 2x + 1 = 0 ce(s) = 31} .

Exercice 3 :

-

(2 ,y)R(x , y)
Mentig eflas :

ufles: x=+ n\\x2 + 2 et nSx
-

2n2 = Int et n = u

Antisyalinqu& -

xRye yRxE> x =

y
a

=yejy et 142el
i +y-2 xy2 et su

autrementdif :

x5yz = x +y et n = u

Transitipe :
&

XRy , yR3(XRS
ent une relative d'nde totale.

Bane inférieure :
-
E

Excu : a) a< le pluspoit elem : n'existe pas
-Ex< ne j -

E, [



3) nEIN

*

J

Iso
INE

5
-

2n40

- 25 - 1

2n[

nbi 2
,
T +

S

[3 : ++[

Bone Sup : n'site pas
le plus grandelemit : Lbriste pas
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Lundi 15 décembre 2022 - Documents et calculatrices interdites

Exercice 1. On considère les fonctions réelles : f(x) = 3 x+ 1 et g(x) = 2x+ 3.

Déterminer explicitement (f � g)(x) :

Exercice 2. On considère la relation binaire définie sur Z par :

xR y () x2 � y2 = 2x� 2y.

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est symétrique :

(c) Montrer que R est transitive :

(d) Que peut on en conclure sur R? Déterminer les classes d’équivalence cl(0) et cl(1).

1

l'an dernier

tog(m) = +(y(2): 3 (2x +3) + 3 = 62 + 10

nRu() a a = 2n - In

22 x) = 0

0 = 0

2x - 2x = 0

R st ufleive
Vu , y)[ , uRy() yRa

ni
- y) =

2x - zy(
=) (y) n = zy - 2x)X
i2 - y's 22 · In RalSymatique

Yn
, y , 3E

, kRy , yRjE) UR3
42 y22n Ty et y2 - 32 = zy -2 > 12 32 = 22 + 23

Rst une relation d'equivalence car R et R
,
SIT .

200 : [403 : (23)
42

.
1 = 22 .

2

29() : 23133. 22 2n+
3 = 0



Exercice 3. On considère la relation définie sur R2
+ = [0,1[⇥[0,1[ par :

(x, y)R (x0, y0) ()
h
(x2

+ y2  x02
+ y02) et (x  x0

)

i
.

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est anti-symétrique :

(c) Montrer que R est transitive. Que peut on en conclure?

Exercice 4.
1
(a) Dans (R,), déterminer la borne inférieure et le plus petit élément, lorsqu’ils

existent, du sous-ensemble : A = {x 2 R | x2 < 2}.

(b) Dans (N⇤,), déterminer la borne supérieure et le plus grand élément, lorsqu’ils existent,

du sous-ensemble : B =

⇢
n 2 N⇤

���
5

n
 2

�
.

1
On pourra utiliser le fait que pour a 2 R, les ensembles [a,1[ et [a,1[\Z (resp. ]�1, a] et ]�1, a] \ Z)

n’ont pas de plus grand (resp. petit) élément.

2

(2
,y)R(x , y)

ni+ y 2, /m + y c niu
Rest ellerie

Xy , y) ,thig) EIR,
( , y) R(m ; y')Es(hiyjR (m ,y)

rty" Je by et m .32 why saighet rih
Xp . S , hiy) lab)&IR

, ( , y)&Le) de
on peut conclure que n'stina relativ ( , yja(a ,b) ()(my)Rd'nde votale . (ab)

2

< 2

S
-E(x4 n

4 + f-E ! n
Bane infaience : -E
le plus petit elient : simiste pas

5- 2n ? 8 2 n sinjo
(n>

2 Se ht (3i +0
5In O Bone Superien : n'niste pas

Bore ifevieu : n'ariste pas



Exercice 5. On considère les nombres complexes z = �1 + 4i et z0 = 2 + 5i.

Déterminer explicitement :

(a) z̄ =

|z| =

z + z0 =

(b) z z0 =

(c)
z

z0
=

Exercice 6. On considère les nombres complexes z = 3� 3i.

Déterminer explicitement :

(a) |z| =

z

|z| =

(b) Déterminer ✓ tel que
z

|z| = cos ✓ + i sin ✓.

(c) Donner la forme exponentielle complexe de z. Calculer explicitement et simplifier z8.

3

si
un



Exercice 7. On considère dans R le loi de composition interne : x ⇤ y = ln(ex + ey).

(a) Est ce que la loi ⇤ est commutative?

(b) Calculer explicitement en simplifiant pour x, y, z 2 R :

A = (x ⇤ y) ⇤ z =

B = x ⇤ (y ⇤ z) =

(c) Est ce que la loi ⇤ est associative?

(d) Est ce que la loi ⇤ admet une élément neutre?

4

w
i + y

= yx 2

In (en + 23) = In (e x(n)
Van

in (ex + e3))
X

- In (ence" e)3) = In(e)
< In(exel)

In (en+ 2(n(exe)) = In (24 exe)
on can u* (y +3) = ( +-y + 3 %

u * y43
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Exercice 1. Soient a et b deux réels, a 6= 0, et f : R ! R définie par f(x) = ax+ b. Montrer

que f est une bijection et donner sa fonction réciproque f�1
.

Exercice 2. On considère les fonctions réelles : f(x) = 2x+ 1 et g(x) = x2
+ 3.

Déterminer explicitement (f � g)(x) :

Exercice 3. Soit f : R⇤ ! R définie f(x) = 1
x2 .

(a) Déterminer f([1, 2]).

(b) Déterminer f�1
([�1, 1]).

Exercice 4. Soient E et F deux ensembles, f : E ! F une application et C,D ⇢ F .

(a) Démontrer : f�1
(C \D) ⇢ f�1

(C) \ f�1
(D).

(b) Démontrer : f�1
(C) \ f�1

(D) ⇢ f�1
(C \D).

1

7" I

2(k +3) + 1 = 2x
+

+ 7

~

2.32 thes
1(51 , 2]) : 24 · 1]

-
> 5-0 ,0302

> - > 22 S - 1 23 - 3

+* ((D) : (x + 1 - (D)]()ve y G d
n = f

-

3()(f
-

(b) mey &D

f(x) : ne +p) , f(x)(x
2(x) + ce (m)(DE)v + y

-34e
x(tf- Exe y +

-f
-

()) ·



Exercice 5. Soit R la relation binaire définie sur E = N⇥ N pour (p, q) et (p0, q0) 2 E :

�
(p, q)R (p0, q0)

�
()

�
p+ q = p0 + q0

�

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est symétrique :

(c) Montrer que R est transitive.

(d) Que peut on en conclure sur R?

(e) Pour n 2 N, on pose An = c`((n, 0)) la classe d’équivalence contenant (n, 0) :

An =
�
(p, q) 2 E

�� �(p, q)R (n, 0)
 
.

Expliciter les classes d’équivalence A0, A1 et A2.

(f) Soient n,m 2 N. Montrer que n 6= m implique An \ Am = ;.

(g) Montrer que [n�0An = E. Que peut on dire sur la famille (An)n�0?

2

(P,q)R(p, 9) , (P, q) EINE
+9
uRy YRe P

+q = p+ q
(P. 9) R(Pig')E(pig) R(p19) +q = P& &
XRy , yRzz)aR3
P+ 9 = a + b

Retrelati d'equipeme : con RST

to 510 , 03 ]
* (4 ,) : ( ,1)]

* (50 , 27 , 97 , 13
32 ,033

P
+ 1 = n n + m() A = 1Am =P
An{P. -P+Y Anh P

, PomT #Ath :P
n = m

Due

An ~Am
Pre

ei nf m

an An 1 Amox



Exercice 6. Si z 2 C et z 6= 0, on écrit de façon unique z = r ei✓ avec 0 < r, et 0  ✓ < 2⇡, et
pour z = 0, on pose r = ✓ = 0 (donc 0 = 0ei⇥0

). On considère alors la relation définie sur C:

rei✓  r0ei✓
0 () [(r < r0) ou (r = r0 et ✓  ✓0)] .

(a) Montrer que R est réflexive :

(b) Montrer que R est anti-symétrique :

(c) Montrer que R est transitive. Que peut on en conclure?

Exercice 7. (a) Dans (R,), déterminer la borne supérieure et le plus grand élément, lorsqu’ils

existent, du sous-ensemble : A = {x 2 R | x2 < 3}.

(b) Dans (Z⇤,), déterminer la borne inférieure et le plus petit élément, lorsqu’ils existent, du

sous-ensemble : B =

n
n 2 Z

��� 2n+ 9 � 0

o
.

3

XRX.

rireur on t - resO

xRy , ykx()x
=

y

n =
n' et- f = -

!

XRy , yR3aRz

cht me islation
d'ide can Reste t

ampanile .

2243
-5(us5
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, 55

Bone superience :5 le plus grand elect: n'siste pas

ne I 2n) - 9

13
n2 - 4 ,

T
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Exercice 8. On considère dans R+
le loi de composition interne : x ⇤ y =

p
x2 + y2.

(a) Est ce que la loi ⇤ est commutative (8x, y 2 R+, x ⇤ y = y ⇤ x?)

(b) Calculer explicitement en simplifiant pour x, y, z 2 R+
:

A = (x ⇤ y) ⇤ z =

B = x ⇤ (y ⇤ z) =

(c) Est ce que la loi ⇤ est associative?

(d) Elément neutre : Montrer qu’il existe un élément e 2 R+
tel que : 8x 2 R+, x⇤e = e⇤x = x.

(e) Quels sont les éléments x de R+
qui admettent une élément symétrique? (c’est à dire

il existe x0 2 R+ x ⇤ x0
= x0 ⇤ x = e)

Exercice 9. (a) On rappelle que (C⇤,⇥) est un groupe commutatif. Montrer que l’application

f(z) = z4 définit un morphisme de C⇤ 7! C⇤
:

8z, z0 2 C⇤, f(z ⇥ z0) = f(z)⇥ f(z0).

(b)
1
Expliciter l’ensemble f�1

({1}).

1
On pourra utiliser : Pour k 2 Z il existe un unique (q, r) 2 Z2

tel que k = 4q + r et r 2 {0, 1, 2, 3}.

4

=2

gh-X
= (xy)2z3

2

Panell y)+ 3
·

oui con Pedel = Pade b.

tout e en

y2 = - wh

47y = o

vo
enty et minale-

34 = 3
f(3x3) = 32x34

3 = -Tous + (3x3) : +(3)xy(3) .

on-Ion i

34 : (7 ,
-
7
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Exercice 1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier les réponses.

(a) Proposition P : Pour tout n 2 Z, (n2  4) ou (n > 2)

(b) Proposition Q : Il existe (x, y) 2 R2
, (x > y) et (x2

+ y2 < 1)

Exercice 2. On considère des propositions P et Q de valeurs de vérité quelconques.

(a) Ecrire la table de vérité de la proposition : (P ou Q) et (¬P ou Q)

(b) Que peut-on en déduire?

Exercice 3. Écrire la négation de chacune de ces propositions suivantes et indiquer en le

justifiant si la proposition considérée est vraie ou fausse.

(a) Proposition P : 8p 2 Z, 9q 2 N, p+ q < 2

(b) Proposition Q : 8x 2 R⇤, 9y 2 R, x y > 1

Exercice 4. Montrer par récurrence que, pour tout entier n � 0, 100
n � 1 est un multiple de

99.

Exercice 5. Soit un ensemble E et A, B et C des parties de E. Démontrer que

A \ (B [ C) = (A \B) \ \(A \ C).

Exercice 6. Soit f : R⇤ ! R, x 7! 1
x2 , et soient les parties A = [1, 2] et B = [�2, 2].

(a) Déterminer f(A) (en le justifiant).

(b) Déterminer f�1
(B) (en le justifiant).

Exercice 7. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ? Justifier

vos réponses.

(a) f : Q ! Q, x 7! 2x+ 3.

(b) g : R ! R, x 7! ln(1 + x2
) .
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